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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè îïèñàíèÿ ðåøåòêè ãðàôåíà â äâóìåðíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè, ñîäåðæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, îäèí è äâà ïàðàìåòðà. Ìîäåëè îñíîâàíû íà
èñïîëüçîâàíèè òðåõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðîãî çàâèñèò îò óãëà
ìåæäó ñâÿçÿìè â êðèñòàëëå. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìîäåëåé äðóã ñ äðóãîì, ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äàííûìè ïàêåòà ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ AMBER. Òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè è
ìîäåëè, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ââåäåíèå. Ãðàôåí � ìîíîñëîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðàôèòà � óæå äàâ-
íî âûçûâàåò ïîâûøåííûé èíòåðåñ â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå. Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿ-
çàíî ñ åãî íåîáû÷íîé ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðîé. Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé ãðà-
ôåí ðàññìàòðèâàþò êàê äâóìåðíûé ìàòåðèàë ñ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêîé è ïî÷òè
èäåàëüíûì ðàñïîëîæåíèåì àòîìîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûé
ìîíîñëîé ãðàôåíà [1] íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïëîñêèì, ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðó-
æåíî, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè îí îáëàäàåò íåçíà÷èòåëüíûìè äåôîðìàöèÿìè â
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè [2]. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, â ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ãðàôå-
íà äàííûé ôàêò íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî êàê äâóìåðíóþ
ñòðóêòóðó.

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàôåíà ïðåäñòàâëÿþò îòäåëüíûé èíòåðåñ ïî íåñêîëü-
êèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè, êîòîðûå íàõîäÿò âñå áîëüøåå
ïðèìåíåíèå â òåõíèêå è ìåäèöèíå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ãðàôåíîâûå
ñëîè, ñâåðíóòûå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì. Íàíîòðóáêàì ñâîéñòâåííî ðåäêîå ñî÷åòà-
íèå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ, óäåëüíîãî âåñà, äåôîðìàöèîííûõ è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê. Âî-âòîðûõ, âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîçäàíèå êîìïîçèòíûõ
ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ãðàôåíà. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò åùå ðÿä âîçìîæíîñòåé äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ýòèõ ñâîéñòâ
ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Òðàäèöèîííî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè êðèñòàëëè-
÷åñêèõ ðåøåòîê ââîäÿòñÿ ýôôåêòèâíûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ïëîòíî-
óïàêîâàííûõ ðåøåòîê óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ïàðíûå ïîòåíöèàëû ñèëîâîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, òàêèå êàê ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà è ïîòåíöèàë Ìîðçå. Êðèñòàëëè÷å-
ñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîóïàêîâàííîé, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïàðíûõ
çàêîíîâ ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ íåå âñòðå÷àåò èçâåñòíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ îáåñïå÷åíèåì óñòîé÷èâîñòè è óäîâëåòâîðåíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì

1



óïðóãèõ ìîäóëåé. Îäíàêî, ïðè âûáîðå ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ àòîìà-
ìè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð, ïàðíàÿ ñèëîâàÿ ìîäåëü ãðàôåíà ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà [6, 7, 8], è òàêèå ìîäåëè ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî óäîâëåòâîðåíèÿ ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ãðàôåíà òðåáóþòñÿ
áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïàðíîì ìîìåíòíîì èëè íåïàðíîì ñèëîâîì
âçàèìîäåéñòâèè. Ïàðíîìó ìîìåíòíîìó îïèñàíèþ ãðàôåíà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3, 4,
5].

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïàðíîå ñèëîâîå (ìíîãî÷àñòè÷íîì) âçà-
èìîäåéñòâèå, áîëåå òðàäèöèîííîå äëÿ ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. Ìíîãî÷àñòè÷íûå ïî-
òåíöèàëû, ó÷èòûâàþùèå óãëû ìåæäó ñâÿçÿìè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óãëåðîäíûõ ñî-
åäèíåíèé áûëè ïðåäëîæåíû Òåðçîôôîì è Áðåííåðîì [9, 10]. Ýôôåêòèâíî èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå ñåìåéñòâî ÌÌ-ïîòåíöèàëîâ, â ÷àñòíîñòè, ÌÌ3-ïîòåíöèàë [11]. Ïðèìåíå-
íèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ òàêæå âñòðå÷àåò ñâîè òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ èõ
ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó
äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ è àíàëèçó ìîäåëåé, èìåþùèõ ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ïàðàìåòðîâ. Ïðåäëàãàþòñÿ äâå ìîäåëè. Ïåðâàÿ, îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ, íåñìîòðÿ
íà ñâîþ ïðîñòîòó, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàáîòîñïîñîáíóþ ìîäåëü ãðàôåíà. Âòîðàÿ,
äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ, òðåáóåò áîëåå ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, îäíàêî
îíà ïîçâîëÿåò òî÷íî óäîâëåòâîðèòü ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ãðàôåíà ïðè ïëîñêîì
äåôîðìèðîâàíèè, ÷òî íåâîçìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðíûõ ñèëîâûõ
ìîäåëåé. Îáå ìîäåëè îñíîâàíû íà ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñâÿçÿìè � ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ çàâèñèò îò óãëà ìåæäó ñìåæíûìè ìåæàòîìíûìè ñâÿçÿìè. Ýòî ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òî÷íåå òðåõ÷àñòè÷íîãî, òàê êàê äëÿ
çàäàíèÿ óãëà òðåáóþòñÿ êîîðäèíàòû òðåõ ÷àñòèö (àòîìîâ).

1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôåíà. Ðàññìîòðèì ìîäåëü
ðåøåòêè ãðàôåíà, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íûé
ïëîñêèé êðèñòàëë, àòîìû êîòîðîãî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðàñïîëîæåíû â
âåðøèíàõ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ñ ðåáðîì a. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì àáñîëþòíî æåñòêèõ ñòåðæíåé è ïðóæèí c æåñòêîñòüþ
c̃. Ïðóæèíû äåôîðìèðóþòñÿ ïðè èçìåíåíèè óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè, îíè ýêâèâàëåíòíû
óãëîâûì ïðóæèíàì ñ æåñòêîñòüþ γ = c̃ã2/4, ãäå ã � ðàññòîÿíèå îò óçëà ðåøåòêè äî
òî÷êè êðåïëåíèÿ ïðóæèíû. Ëèíåéíûå ïðóæèíû ââåäåíû âìåñòî óãëîâûõ, òàê êàê
ýòî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå ñèë, äåéñòâóþùèõ â ðåøåòêå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà îäíîîñíûõ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ðèñ. 1):
σx = 0, σy 6= 0 è σy = 0, σx 6= 0 (íàãðóæåíèå âäîëü îñè x è âäîëü îñè y, ñîîòâåò-
ñòâåííî). Ðàçðåçàÿ ìûñëåííî êðèñòàëë âåðòèêàëüíîé èëè ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé è
ñóììèðóÿ âñå ñèëû, ïåðåñåêàþùèå ëèíèè ðàçðåçà â ïðåäåëàõ ïåðèîäè÷åñêîãî ýëå-
ìåíòà ðåøåòêè, ïîëó÷èì
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(
ã
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ãäå ξ � èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè. Îòìåòèì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ (1) âû÷èñëåíû
â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå, êàê îòíîøåíèå ñèëû ê ýëåìåíòó äëèíû ãðàíèöû, ïîýòîìó
îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü Í/ì à íå Í/ì2, êàê â òðåõìåðíîé òåîðèè.

Îáîçíà÷èì ìàëûå äåôîðìàöèè êðèñòàëëà âäîëü îñåé x è y ñèìâîëàìè εx è εy,
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2). Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðîì ξ ôîðìóëàìè:
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Ðèñ. 1: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ãðàôåíîâîãî ñëîÿ
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(3)

Çäåñü νx è Ex � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü Þíãà äâóìåðíîãî ìàòåðèàëà ïðè
ðàñòÿæåíèè âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè, νy è Ey ñîîòâåòñòâóþò ðàñòÿæåíèþ âäîëü
âåðòèêàëüíîé îñè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1) è (2) â (3) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäó-
ëåé Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà:

νx = νy = ν = 1, Ex = Ey = E = 2
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Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû, çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè îäèíàêî-
âû â íàïðàâëåíèÿõ x è y � óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè èçîòðîïíû.
Îáúÿñíåíèå ýòîãî ôàêòà ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ðåøåòêè ãðàôåíà: îíà
îáëàäàåò ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà (ñîâïàäàåò ñ ñîáîé ïðè ïîâîðîòå
íà 2π/3 îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç óçëîâ), ÷òî ïðèâîäèò ê èçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ.
Ôîðìóëà (4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâÿçü ìîäóëÿ Þíãà ñ ïàðàìåòðàìè ìèêðîñòðóêòó-
ðû, â ÷àñòíîñòè ñ æåñòêîñòüþ ëèíåéíîé ïðóæèíû c̃ èëè æåñòêîñòüþ óãëîâîé ïðó-
æèíû γ. Îäíàêî, äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîëó÷åíî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå �
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Ðèñ. 2: Äåôîðìèðîâàíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

ýòî ðàñïëàòà çà ïðîñòîòó ìîäåëè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñòðóêòóðå ìîäåëè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì � æåñòêèå ñòåðæíè íå äîïóñêàþò
îáúåìíóþ äåôîðìàöèþ, âîçìîæíî ëèøü ñäâèãîâîå äåôîðìèðîâàíèå ïðè èçìåíåíèè
óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè. Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âû÷èñëèòü ïî ïîëó÷åí-
íûì çíà÷åíèÿì õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè (4) ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ äâóìåðíîãî
ìàòåðèàëà:

K =
E

2(1− ν)
⇒ K =∞. (5)

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν = 1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûì äëÿ äâóìåðíîãî ìàòåðèàëà, òàêæå êàê çíà÷åíèå ν = 1/2 � ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò óäîâëå-
òâîðèòü èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ãðàôåíà, îäíàêî äàåò çàâûøåííîå
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ôàêòè÷åñêè, ïîëó÷åíà ìîäåëü íåñæèìàåìîãî ìà-
òåðèëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôåíó. Êîíå÷íî, ýòî äîñòàòî÷íî ãðóáîå ïðèáëèæåíèå,
îäíàêî ìîäåëü íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, ïðåæäå
âñåãî â çàäà÷àõ, ãäå îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîâîå äåôîðìèðîâàíèå. Â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäà ê ïëàñòè÷íîñòè, òàê êàê ïëàñòè-
÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ êàê ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ. Äîñòîèí-
ñòâîì äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü. Êðîìå òîãî, îíà ïîçâîëÿåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïèñàòü è íåëèíåéíîå ñäâèãîâîå äåôîðìèðîâàíèå � ìîäåëü
îñòàåòñÿ îñìûñëåííîé ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ.

2. Òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé ðåøåòêè ïðè òðåõ÷àñòè÷íîì âçàè-

ìîäåéñòâèè. Ðàññìîòðèì óñëîæíåííóþ ìîäåëü, â êîòîðîé ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè
íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòàðíûìè ìå-
òîäàìè, èçëîæåííûìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, è ìû
âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå îáùèìè ìåòîäàìè îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ñëîæíûõ

4



êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê [?]. Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû,
ñïðàâåäëèâûå äëÿ ðàçëè÷íûõ äâóõàòîìíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê, ïðåæäå âñåãî
äëÿ ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà, à â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòè ôîðìóëû áóäóò ïðèìå-
íåíû ê îïèñàíèþ êîíêðåòíî ðåøåòêè ãðàôåíà.

Èòàê, ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ äâóõàòîìíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó: êàæäàÿ
åå ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâà àòîìà. Òàêîé ðåøåòêîé îáëàäàþò, íàïðèìåð,
àëìàç, ãðàôèò, ÃÏÓ (ãåêñàãîíàëüíûå ïëîòíîóïàêîâàííûå) êðèñòàëëû. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî êàæäûé àòîì âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè; ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñâÿçè ïðîíóìåðóåì èíäåêñîì α. Ïðåäñòàâèì ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà
ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, â ñëåäóþùåì âèäå:

W =
a2

2V0

c∑
α

κα
2 + cγ

∑
α,β

′
ξ2αβ

 . (6)

Çäåñü a � äëèíà ñâÿçè, c � æåñòêîñòü ñâÿçè, cγ � ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü óãëîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, κα è κβ � äåôîðìàöèè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñâÿçåé, ξαβ � èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè. Øòðèõ ó ñóììû îçíà÷àåò,
÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ñìåæíûì ñâÿçÿì. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (6)
ó÷èòûâàëîñü, ÷òî íà àòîì ïðèõîäèòñÿ ïîëîâèíà ýíåðãèè ñâÿçè, à â ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêå íàõîäÿòñÿ äâà àòîìà. Ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü óãëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿ-
çàíà ñ æåñòêîñòüþ óãëîâîé ïðóæèíû γ è æåñòêîñòüþ ïðóæèíû c̃, èñïîëüçîâàííîé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ôîðìóëàìè

cγ =
γ

a2
=

1

4

ã2

a2
c̃, (7)

êîòîðûå ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñîãëàñíî ôîð-
ìóëå (7), ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü cγ ñîâïàäàåò ñ æåñòêîñòüþ c̃ ïðè ã = 2a. Îäíàêî,
äàííîå ñîîòíîøåíèå ñëîæíî ðåàëèçóåìî, áîëåå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ã � a, òîãäà
cγ � c̃.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ñëîæíóþ äâóõàòîìíóþ ðåøåòêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïðîñòûõ ïîäðåøåòîê. Ïðåäñòàâèì, ÷òî äåôîðìàöèÿ êðèñòàëëà
ñêëàäûâàåòñÿ èç îäíîðîäíîé ìàëîé äåôîðìàöèè ε îáåèõ åãî ïîäðåøåòîê. Ïîëó-
÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå êîíôèãóðàöèÿ íå áóäåò ðàâíîâåñíîé, íî áóäåò ñòðåìèòüñÿ
ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ çà ñ÷åò ñäâèãà îäíîé ïîäðåøåòêè îòíîñèòåëüíî äðóãîé íà
íåêîòîðûé âåêòîð íåâÿçêè ζ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà òåíçîðà äåôîðìàöèè è âåêòîðà íåâÿçêè:

W =
1

2
ε·· 4C∗ ·· ε+

1

2
ζ ·2C·ζ + ζ ·3C·· ε, (8)

ãäå 2C, 3C è 4C∗ � íåêîòîðûå òåíçîðû æåñòêîñòè, Ïðè çàäàííîé îäíîðîäíîé äåôîð-
ìàöèè ïîäðåøåòîê ε âåêòîð íåâÿçêè ζ äîëæåí îáåñïå÷èòü òàêîé ñäâèã ïîäðåøåòîê,
ïðè êîòîðîì áóäåò ðåàëèçîâàí ìèíèìóì ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü åãî ñâÿçü ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèè:

∂W

∂ζ
= 0 ⇒ 2C·ζ + 3C·· ε = 0 ⇒ ζ = −2C−1 ·3C·· ε. (9)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â ôîðìóëó (8), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ â âèäå W = 1

2 ε··
4C·· ε, ãäå 4C � ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåí-

çîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà, ñâÿçàííûé ñ ââåäåííûìè âûøå òåíçîðàìè 2C, 3C è 4C∗
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ôîðìóëîé
4C

def
= 4C∗ − 4C′ , 4C′

def
= 3CT ·2C−1 ·3C. (10)

Ïðåäñòàâèì äåôîðìàöèè óãëîâ è ñâÿçåé, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëå (6), â âèäå

ξαβ =
(κα + κβ) cosϕ− 2καβ

sinϕ
,

κα = nαnα ·· ε+ nα ·ζ , καβ
def
= nαnβ ·· ε+

1

2
(nα + nβ)·ζ,

(11)

ãäå nα è ϕ � îðòû íàïðàâëåíèÿ ñâÿçè è óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè â ðàâíîâåñíîì ñîñòî-
ÿíèè êðèñòàëëà. Âûâîä ôîðìóë (11) ïðåäñòàâëåí â ïðèëîæåíèè 1 ê äàííîé ãëàâå.
Ïîäñòàâèâ ôîðìóëû (11) â (6) è ñðàâíèâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïðåäñòàâëåíèåì
(8), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè:

4C∗ =
2

V0

H1

∑
α

nαnαnαnα +H2

∑
α,β

′
nαnαnβnβ+

+H3

∑
α,β

′
(nαnβnβnα + nαnβnαnβ)

 ,

3C =
1

V0
H4

∑
α

nαnαnα ,
2C =

2

V0
H5

∑
α

nαnα,

(12)

Êîýôôèöèåíòû Hk â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ èìåþò âèä

H1 =
1

2
ca2 − 3M1cγa

2 ctg2 ϕ, H2 = cγa
2 ctg2 ϕ, H3 = cγa

2(1 + ctg2 ϕ),

H4 = ca2 + 2M1cγa
2 ctgϕ

sinϕ
(1− cosϕ)2, H5 =

1

2
ca2 +M1cγa

2(1− cosϕ);

(13)

ãäå M1 � ÷èñëî ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïðè
ïîëó÷åíèè ôîðìóë (12)�(13) èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà (54) èç ïðèëîæåíèÿ 2 ê äàííîé
ãëàâå.

Îãðàíè÷èìñÿ òåïåðü ðàññìîòðåíèåì ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà. Äëÿ íèõ ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî (59) èç ïðèëîæåíèÿ 2, ïîçâîëÿþùåå â îáùåì âèäå âû÷èñëèòü
ïðîèçâåäåíèå 3C·3C. Êðîìå òîãî äëÿ ýòèõ ðåøåòîê âûïîëíÿåòñÿ:

M = d+ 1 , M1 = d. (14)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (14) è (59) ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè ìîãóò áûòü ïðåîá-
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ðàçîâàíû ê âèäó

4C′ =
H2

4

2H5V0

(∑
α

nαnαnαnα −
d+ 1

d2
J1

)
,

J1
def
= EE , J23

def
= ekenenek + ekeneken,

H0
def
= H1 + d(H2 + 2H3)

(
cos2 ϕ− sin2 ϕ

d− 1

)
, Q

def
=

d+ 1

d− 1
sin2 ϕ

(15)

Çäåñü ek � âåêòîðû íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà; çäåñü è äàëåå èñïîëüçó-
åòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (10), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêîãî òåíçîðà æåñòêîñòè êðèñòàëëà:

4C = κ′
∑
α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23, (16)

ãäå êîýôôèöèåíòû κ′, λ′ è µ′ â ïðåäñòàâëåíèè (15) ñâÿçàíû ñ ðàíåå ââåäåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè Hk ôîðìóëàìè

κ′ =
1

V0

(
2H0 −

H2
4

2H5

)
, λ′ =

1

V0

(
2QH2 +

d+ 1

2d2
H2

4

H5

)
, µ′ =

2

V0
QH3. (17)

Äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ (ãðàôåí) è îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ êóáè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé (àëìàç) êîîðäèíàöèîííûé òåíçîð

∑
α nαnαnαnα ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

â âèäå [?]: ∑
α

nαnαnαnα = Mκekekekek +Mµ(J1 + J23), (18)

ãäå ek � îðòû îñåé êóáè÷åñêîé ïîäðåøåòêè â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè èëè îðòû ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ñëó÷àå èçîòðîïèè
óïðóãèõ ñâîéñòâ; Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìó-
ëàìè

Mκ = 2
1− ηc

d(dηc + 2)
M , Mµ =

ηc
d(dηc + 2)

M , (19)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè êîîðäèíàöèîííîãî òåíçîðà, ðàâíûé 1 äëÿ ãðàôåíà è
∞ äëÿ àëìàçà, ÷òî ìîæåò áûòü âûðàæåíî îáùåé ôîðìóëîé ηc = 1/(3 − d). Ïîäñòà-
íîâêà ñîîòíîøåíèÿ (18) â ôîðìóëó (16) äàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òåíçîðà
æåñòêîñòè

4C = κekekekek + λJ1 + µJ23,

κ = κ′Mκ , λ = κ′Mµ + λ′ , µ = κ′Mµ + µ′ ,

(20)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Äëÿ ãðàôåíà Mκ = 0, Mµ = 3/8 è òåíçîð æåñòêîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàí â

êàíîíè÷åñêîì âèäå
4C = λJ1 + µJ23, (21)
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ãäå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëÿìå èìååì

λ =
3

8
κ′ + λ′ , µ =

3

8
κ′ + µ′. (22)

Äëÿ äâóìåðíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, òàêîãî êàê ãðàôåí, âñå æåñòêîñòíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ëÿìå ïî ôîðìóëàì:

C11 = λ+ 2µ , C12 = λ , C44 = µ;

K = λ+ µ , E =
4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
, ν =

λ

λ+ 2µ
.

(23)

3. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôåíà.

Ðèñ. 3: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ïëîñêîãî ñëîÿ ðåøåòêè ãðàôèòà (ãðàôåíà)

Ðàññìîòðèì êðèñòàëëè÷åñêîþ ñòðóêòóðó, èìåþùóþ ðåøåòêó ãðàôåíà � ðèñ. 3. Âû-
ïèøåì çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ

d = 2 , M = 3 , M1 = 2 , ϕ =
2π

3
, V0 =

3
√

3

2
a2. (24)

Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (13), êîýôôèöèåíòû Hk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

H1 =
a2

2
(c− 4cγ) , H2 =

a2

3
cγ , H3 =

4a2

3
cγ ,

H4 = a2(c− 6cγ) , H5 =
a2

2
(c+ 6cγ).

(25)

Äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äàåò

C11 =

√
3

6
c
c+ 18cγ
c+ 6cγ

, C12 =

√
3

6
c
c− 6cγ
c+ 6cγ

, C44 = 2
√

3
ccγ

c+ 6cγ
;

K =

√
3

6
c , E = 8

√
3

ccγ
c+ 18cγ

, ν =
c− 6cγ
c+ 18cγ

.

(26)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò æåñò-
êîñòè ñâÿçè c è íå çàâèñèò îò ïðèâåäåííîé æåñòêîñòè óãëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ cγ .
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà æåñòêîñòü c â øåñòü ðàç ïðåâûøàåò æåñòêîñòü cγ , êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà ïëîñêîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè îáðàùàåòñÿ â íîëü, áîëåå òîãî,
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ cγ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíûì.
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Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé c è cγ íà îñíîâå äàííûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Ñîãëàñíî äàííûì, ïîëó÷åííûì äëÿ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî ãðàôè-
òà [12], äëÿ ãðàôåíà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

C11

h
= 1060ÃÏà ,

C12

h
= 180ÃÏà , a = 0.142 íì , h = 0.34 íì; (27)

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôåíîâûìè ïëîñêîñòÿìè â êðèñòàëëàõ ãðàôèòà. Çäåñü
ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, òàê êàê ñâÿçè ìåæäó ãðàôåíîâûìè ïëîñêîñòÿìè ñëàáûå, òî
îíè íå ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàôåíîâîé ïëîñêîñòè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè (23) ñîîòâåòñòâóþò äâóìåðíîé òåîðèè, òî
åñòü èçìåðÿþòñÿ â Í/ì; â òî âðåìÿ êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ
æåñòêîñòåé ãðàôèòà ñîîòâåòñòâóþò òðåõìåðíîé òåîðèè, à ñëåäîâàòåëüíî èçìåðÿþò-
ñÿ â Ïà = Í/ì2. Ðàññòîÿíèå h ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè (òàê êàê îáúåì òðåõìåðíîé ýëå-
ìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà ãðàôèòà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ h íà îáúåì äâóìåðíîé
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ãðàôåíîâîãî ñëîÿ). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (23), äëÿ äðóãèõ õà-
ðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ãðàôåíà ïîëó÷èì:

C11 = 360Í/ì , C12 = 61Í/ì , C44 = 150Í/ì;

K = 211Í/ì , E = 350Í/ì , ν = 0.17.
(28)

Îïðåäåëèì æåñòêîñòè c è cγ äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà íà îñíîâå äàííûõ (28) è ñî-
îòíîøåíèé (26). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü çíà÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ õàðàêòåðèñòèê
óïðóãîñòè. Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

c = 730Í/ì , cγ = 67Í/ì. (29)

Èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé âèäíî, ÷òî óãëîâîå âçàèìîäåéñòâèå âíîñèò ñóùåñòâåííûé
âêëàä â çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé (26), êîòîðûé ñðàâíèì ñ âêëàäîì ïðîäîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ.

4. Ñðàâíåíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëåé.

Èç äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áûòü ïîëó÷åíà, ïðè ñëåäóþ-
ùåì çíà÷åíèè æåñòêîñòåé:

c =∞ , cγ =
γ

a2
=

1

4

ã2

a2
c̃, (30)

÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 4.
Åñëè ïîëîæèòü c = ∞ â ôîðìóëàõ (26) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè äâóõïà-

ðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, òî îíè ïðèìóò âèä

C11 = C12 = K =∞ , C44 = 2
√

3 cγ , E = 8
√

3 cγ , ν = 1, (31)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëàìè (4), ïîëó÷åííûìè ðàíåå äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìî-
äåëè. Áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ðÿäà ìîäóëåé � íåèçáåæíàÿ ïëàòà çà íåñæèìàåìîñòü
ìàòåðèàëà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.

Âû÷èñëèì ïðèâåäåííóþ æåñòêîñòü cγ , èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (31) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà (28), ÷òî äàåò cγ = 25Í/ì. Ýòî çíà÷åíèå â 2.6 ðàçà
ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå cγ = 67Í/ì, ïîëó÷åííîå äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.
Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè àáñî-
ëþòíî æåñòêèå, è îíè ïðèíèìàþò íà ñåáÿ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü íàãðóçêè. Ïåðåïèøåì

9



Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé è äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëåé

ôîðìóëó (26) äëÿ ìîäóëÿ Þíãà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè â âèäå

1

E
=

√
3

24

(
1

cγ
+

18

c

)
. (32)

Èç äàííîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ìîäóëü Þíãà âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàêîíó ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ � ñêëàäûâàþòñÿ âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïîäàòëèâîñòÿì
ïðóæèí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîäàòëèâîñòü îäíîé ïðóæèíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ (÷òî
ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè), òî ïîäàòëèâîñòü âòîðîé
ïðóæèíû äîëæíà óâåëè÷èòüñÿ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóììàðíóþ ïîäàòëèâîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå ìîäåëè íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè äðóã ñ
äðóãîì, äîñòîèíñòâî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè � åå ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü,
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé � òî÷íîå óäîâëåòâîðåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

5. Ñðàâíåíèå ñ ýìïèðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýíåðãèè
âçàèìîäåéñòâèÿ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûå â ëèòåðàòóðå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óãëåðîäíûõ
ñòðóêòóð, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì îáîáùåííîì âèäå:

U = Uρ + Uθ + Uτ + Uω + UV dW + Uel , (33)

ãäå U � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå; Uρ, Uθ, Uτ è Uω � ñëàãà-
åìûå, îòâå÷àþùèå çà ýíåðãèþ ðàñòÿæåíèÿ ñâÿçåé, èçìåíåíèÿ óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè,
êðó÷åíèå è îòðàæåíèå ñîîòâåòñòâåííî; îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå îòâå÷àþò çà ýíåðãèþ,
íå ïåðåäàâàåìóþ ìåæàòîìíûìè ñâÿçÿìè: Âàí-äåð-Âààëüñîâó è ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîòåíöèàëîâ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëîâîå ïîëå, èñïîëüçóåìîå â ïàêåòå AMBER [13, 14]. Â
ñëó÷àå ãðàôåíîâîãî ëèñòà ñóùåñòâåííûìè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, îòâå÷àþ-
ùèå çà ðàñòÿæåíèå ñâÿçåé è èçìåíåíèå óãëà ìåæäó íèìè, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
îòáðàñûâàþòñÿ:

U =
∑
m

Kρ
m(ρm − Pm)2 +

∑
m

Kθ
m(θm −Θm)2, (34)

ãäå Pm è Θm � äëèíû ñâÿçåé è óãëû ìåæäó ñâÿçÿìè â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè,
ρm è θm � àêòóàëüíûå çíà÷åíèÿ òåõ æå âåëè÷èí, Kρ

m è Kθ
m � ñèëîâûå êîíñòàí-

òû, ñâÿçàííûå ñ ðàñòÿæåíèåì ñâÿçè è èçìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà. Ëåãêî
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âèäåòü, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà ðàññìîòðåííîé âûøå äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Â ïàêåòå AMBER èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò
[8]:

Kρ
C−C = 3.26 · 10−7

íÄæ

íì2
, Kθ

C−C−C = 4.38 · 10−10
íÄæ

ðàä2
. (35)

Ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå Pm ñîñòàâëÿåò 0.140 íì, ðàâíîâåñíûé óãîë Θm ñîñòàâëÿåò
120 ãðàäóñîâ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì, ñèëîâûå êîíñòàíòû ñâÿçàíû ñ æåñòêîñòÿìè ñâÿçåé ôîð-
ìóëàìè

Kρ =
1

2
c , Kθ =

1

2
γ =

1

2
cγa

2, (36)

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ïî äàííûì AMBER, êîòîðûå ïðèâå-
äåíû â òàáëèöå 1 â ñðàâíåíèè ñî çíà÷åíèÿìè, ðàññ÷èòàííûìè âûøå ïî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì [12]. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé, ñîãëàñíî äàííûì

Ïàðàìåòð [12] AMBER Îøèáêà
a, íì 0.142 0.140 1%
c, Í/ì 730 652 11%
cγ , Í/ì 67 43 36%
E, ÌÏà 350 274 22%
ν 0.17 0.27 59%

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì è ïî äàííûì ïàêåòà AMBER. Îøèáêà âû÷èñëåíà êàê îòêëîíåíèå îò äàí-
íûõ [12].

ïàêåòà AMBER, çàìåòíî íèæå, ÷åì çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ [12]. Êðîìå òîãî, â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà
è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (26) íà îñíîâàíèè çíà÷åíèé
æåñòêîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïî äàííûì AÌBER. Èç ôîðìóë âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå
òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, îñîáåííî
âåëèêî ðàñõîæäåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè ïîìîùè
ïàêåòà AMBER ðàññ÷èòûâàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êðèñòàëëà, òî îíè äîëæíû
áûòü áëèçêè ê çíà÷åíèÿì, ïðèâåäåííûì â òàáëèöå 1 â ñòîëáöå AMBER, è áóäóò
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [12]. Ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ê ðàñ÷åòàì íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì
íóæíî îòíîñèòüñÿ ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ.

6. Ñðàâíåíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ñ ìîìåíòíîé òåîðèåé. Â
äàííîì ïóíêòå áóäåò ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ãðàôå-
íà ñ ìîäåëüþ, ïîëó÷åííîé ñ ó÷åòîì ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [4, 5]. Â ðàìêàõ
ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè òåíçîðû æåñòêîñòè è äåôîðìàöèé íå ÿâëÿþòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûìè, è òåíçîð æåñòêîñòè ïðèíèìàåò âèä

A = A1 J1 +A2 J2 +A3 J3 , (37)

ãäå

J1
def
= ekekenen , J2

def
= ekenenek , J3

def
= ekeneken (38)

� èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì k, n âåäåòñÿ
ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 2; e1 = i, e2 = j. Êîýôôèöèåíòû Ak ïðè ðàññìîòðåíèè âçàè-
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ìîäåéñòâèÿ òîëüêî ñîñåäíèõ ÷àñòèö â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ïðèíèìàþò âèä

A1 =

√
3

6
cA
cA − cD
cA + cD

, A2 =

√
3

6
cD

3cA + cD
cA + cD

, A3 =

√
3

6
cD
cA − cD
cA + cD

, (39)

ãäå cA è cD � ýòî ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåðåñóþùèå íàñ ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà, íåîáõîäèìî ïåðåé-
òè ê áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå êîýô-
ôèöèåíòû, ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû áåçìîìåíòíîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
æåñòêîñòè è óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè: [4]:

C11 = C22 = A1 +A2 +A3 , C12 = C21 = A1 , C44 =
1

2
(A2 +A3) ,

E =
(A1 +A2 +A3)2 −A2

1

A1 +A2 +A3
, ν =

A1

A1 +A2 +A3
, K =

E

2(1− ν)
.

(40)

Ïîäñòàíîâêà (39) â (40) äàåò

C11 =

√
3

6
cA
cA + 3cD
cA + cD

, C12 =

√
3

6
cA
cA − cD
cA + cD

, C44 =

√
3

3

cAcD
cA + cD

K =

√
3

6
cA , E =

4
√

3

3

cAcD
cA + 3cD

, ν =
cA − cD
cA + cD

.

(41)

Ñðàâíåíèå (41) è (26) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòíîãî è óãëîâîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñîâïàäàþò, åñëè ïîëîæèòü

cA = c , cD = 6cγ = 6
γ

a2
. (42)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ óãëîâàÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìîìåíòíàÿ
ìîäåëü ãðàôåíà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòû è îáå ïîçâîëÿþò óäîâëåòâîðèòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì óïðóãèì õàðàêòåðèñòèêàì ìàòåðèàëà.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè îïèñàíèÿ ðåøåòêè ãðàôå-
íà â äâóìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñîäåðæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, îäèí è äâà ïàðàìåòðà.
Ìîäåëè îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè òðåõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ýíåðãèÿ êîòî-
ðîãî çàâèñèò îò óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè â êðèñòàëëå. Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìîäå-
ëåé äðóã ñ äðóãîì, ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äàííûìè ïàêåòà ìîëåêóëÿðíî-
äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ AMBER. Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè è ìîäåëè, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè ìîìåíòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Êðîìå òîãî, áûë ïðèâåäåí âûâîä ôîðìóë äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè äâóõàòîì-
íîé ðåøåòêè ïðè òðåõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ, â
÷àñòíîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåòêè àëìàçà.

Ðàññìîòðåííàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ãðàôåí êàê íåñæèìàå-
ìûé ìàòåðèàë, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà è ìîäóëÿ
Þíãà, íî äàåò îøèáêó â çíà÷åíèÿõ äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè. Ïðåèìóùå-
ñòâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè � ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü, à òàêæå åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå íà áîëüøèå ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü áî-
ëåå ñëîæíà, íî îíà ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü âñåì æåñòêîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì,
îïèñûâàþùèì ïëîñêîå äåôîðìèðîâàíèè ãðàôåíà. Ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè ïà-
ðàìåòðîâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äâóõïàðàìåòðè÷å-
ñêîé. Ñðàâíåíèå äâóõïàðàìåòèð÷åñêîé è ìîìåíòíîé ìîäåëåé ïîêàçàëî èõ ïîëíóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü.
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Ðàññìîòðåííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðî-
âàíèÿ è êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ãðàôåíîâûõ ïëîñêîñòÿõ.

Ïðèëîæåíèå 1. Âû÷èñëåíèå äåôîðìàöèé ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé

Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ ñâÿçåé äàííîé ÷àñòèöû ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, êî-
òîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñîì α. Â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè âåêòîð ñâÿçè Aα

(ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû α ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé) èìååò âèä

Aα = aα + uα − u + aζ, (43)

ãäå aα � âåêòîð ñâÿçè â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè, uα è u � âåêòîðû ïåðåìåùåíèé
÷àñòèöû α è äàííîé ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî, aζ � âåêòîð íåâÿçêè (a � äëèíà ñâÿçè
â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè).

Ñ ó÷åòîì äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ [15] ìîæåì ïðåäñòàâèòü

uα − u = aα ·∇u. (44)

Òîãäà, îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî äåôîðìàöèÿì, ïîëó÷èì
èç (43):

Aα = aα + aα ·∇u + aζ ⇒ Aα
def
= |Aα| = a(1 + nαnα ·· ε+ nα ·ζ), (45)

ãäå

nα =
1

a
aα , ε = (∇u)S . (46)

Òåïåðü äåôîðìàöèÿ ñâÿçè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

κα =
Aα − aα
aα

= nαnα ·· ε+ nα ·ζ. (47)

Âû÷èñëèì èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè. Îáîçíà÷àÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå óãëà ϕ
ìåæäó ñâÿçÿìè α è β çà ξαβ , ïîëó÷èì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè:

cos(ϕ+ ξαβ) = cosϕ− ξαβ sinϕ. (48)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

cos(ϕ+ ξαβ) =
Aα ·Aβ

AαAβ
. (49)

Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (45) â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè ïîëó÷àåì

ξαβ =
(κα + κβ) cosϕ− 2καβ

sinϕ
, (50)

ãäå

καβ
def
= nαnβ ·· ε+

1

2
(nα + nβ)·ζ. (51)

Ïðèëîæåíèå 2. Òåíçîðíûå òîæäåñòâà

Ðàññìîòðèì îðòû nα è nβ , çàäàþùèå íàïðàâëåíèå äâóõ ñìåæíûõ ñâÿçåé. Ïðåä-
ñòàâèì nβ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ nα:

nβ = nα cosϕ+ nβα sinϕ, (52)

13



ãäå nβα � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé nα. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèëó ñèì-
ìåòðèè ðåøåòêè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà∑

β(α)

nβα = 0 ,
∑
β(α)

nβαn
β
α =

M1

d− 1
(E− nαnα) ,

∑
α

nαnα =
M

d
E, (53)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî β(α) îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì, ñìåæíûì ñ nα;
d = 2, 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; E � åäèíè÷íûé òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà;M � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé äàííîãî àòîìà, àM1 � ÷èñëî
ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé. Äàííûå òîæäåñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà,
à òàêæå, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ñëåäóþùèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê: òðåóãîëüíîé,
êâàäðàòíîé, ïðîñòîé êóáè÷åñêîé, ÎÖÊ è ðåøåòêè àëìàçà. Äëÿ ÃÖÊ ðåøåòêè íå
âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå èç òîæäåñòâ (53). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî èç òîæäåñòâ (53)
ïîëó÷àåì òîæäåñòâà, èñïîëüçóåìûå ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè:∑

α,β

′
rnα = M1

∑
α

rnα ,
∑
α,β

′
r−1nαnβ = M1 cosϕ

∑
α

rnα;

rnα
def
= nαnα . . .nα︸ ︷︷ ︸

r

; r = 2, 3, 4.

(54)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (52)�(53) ïîëó÷àåì

∑
β(α)

nβnβ = M1Pnαnα +
M1

d− 1
E , P

def
= cos2 ϕ− sin2 ϕ

d− 1
, (55)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî β(α) îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì, ñìåæíûì ñ α.
Òîãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèå òåíçîðû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà
æåñòêîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè:∑

α,β

′
nαnαnβnβ = M1P

∑
α

nαnαnαnα +QEE ,∑
α,β

′
(nαnβnαnβ + nαnβnβnα) = 2M1P

∑
α

nαnαnαnα +QJ23 ,
(56)

ãäå

J23
def
= ekenenek + ekeneken ; Q

def
=

M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
. (57)

Äëÿ ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íåñëîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

nα ·nβ =

[
1, α = β;
−1/d, α 6= β

⇐⇒ nα ·nβ =
1

d

(
(d+ 1)δαβ − 1

)
; (58)

ãäå δαβ � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé 1 ïðè α = β è ðàâíûé 0 ïðè α 6= β. Èñïîëüçî-
âàíèå ôîðìóëû (58) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå:∑

α

nαnαnα ·
∑
β

nβnβnβ =

=
d+ 1

d

∑
α

nαnαnαnα −
1

d

(∑
α

nαnα

)∑
β

nβnβ

 .
(59)
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Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå èç òîæäåñòâ (53) è ôîðìóëó M = d + 1, âûïîëíÿþùóþñÿ äëÿ
ãðàôåíà è àëìàçà, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî òîæäåñòâî∑

α

nαnαnα ·
∑
β

nβnβnβ =
d+ 1

d

∑
α

nαnαnαnα −
(d+ 1)2

d3
EE, (60)

èñïîëüçóþùååñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè.
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