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СИНХРОНИЗАЦИЯ В СЕТЯХ ЛИНЕЙНЫХ АГЕНТОВ
С ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ ПО ВЫХОДАМ1

Рассматривается задача асимптотической синхронизации по состояниям в се-
тях идентичных линейных агентов при применении консенсусной обратной свя-
зи по выходам. Для сетей с фиксированной топологией и без запаздывания при
передаче информации на основе теоремы о пассификации и теоремы Агаева-
Чеботарева установлена возможность обеспечения синхронизации (консенсуса)
сильной обратной связью в предположениях строгой пассифицируемости аген-
тов и существования входящего остовного дерева у информационного графа.
В отличие от известных работ, в которых исследованы лишь задачи с числом
управлений, равным числу переменных состояния агентов, в настоящей работе
рассматривается существенно более сложный случай, когда число управлений
меньше числа переменных состояния, а именно: управление скалярно. Резуль-
таты проиллюстрированы примером для кольцевой сети из четырех двойных
интеграторов.

1. Введение

Значительный интерес в последние годы вызывают задачи управления сетевыми
системами. Среди многочисленных примеров можно упомянуть многопроцессорные
системы передачи и обработки информации, различные транспортные сети, высо-
котехнологичные производственные сети, системы координированного управления
движением летательных и подводных аппаратов и подвижных роботов, распреде-
ленные системы управления электрическими сетями, сложные кристаллические ре-
шетки и наноструктурные объекты. Подтверждением актуальности и научной зна-
чимости проблемы является наблюдаемый в мировой научной литературе «бум» в
области сложных сетевых систем (Complex Networks). Публикуются обзорные ста-
тьи [1, 2], монографии [3–5], издаются специальные выпуски журналов [6–8], прово-
дятся конференции [9, 10].

Одной из задач сетевого управления является синхронизация: обеспечение согла-
сованного во времени поведения подсистем (агентов). В современных работах по син-
хронизации в сетях существенно используется граф связей, описывающий структуру
информационных потоков в сети. Простейшим и наиболее распространенным зако-
ном управления в задачах синхронизации является так называемое «консенсусное
управление», при котором управляющий сигнал для каждого узла (агента) строится

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проекты № 07-01-92166, № 11-08-01218), Межсекционной программы фундаментальных
исследований ОЭММПУ РАН 2 «Проблемы управления и безопасности энергетики и технических
систем. Активно-адаптивные сети» и ФЦП «Кадры» (госконтракт 16.740.11.0042).
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как взвешенная сумма разностей состояний или выходов соседних узлов [2, 11, 12].
При этом в случае сближения состояний узлов со временем говорят о достижении в
сети консенсуса. При исследовании консенсусного управления важную роль играют
лапласовские матрицы графов [5, 13, 14]. Необходимые и достаточные условия до-
стижения консенсуса в случае, когда каждый узел сети является интегратором, по-
лучены в [15, 16]. Обобщение этого результата на сети двойных интеграторов и сети
двойных интеграторов с запаздыванием получено в [17]. В случае сетей агентов с ди-
намикой произвольного порядка в большинстве известных работ строятся обратные
связи по состоянию объекта. Существующие регуляторы для задач, где измерению
доступны только выходы, основаны на введении дополнительных динамических зве-
ньев в регуляторы и использовании наблюдателей [12, 18, 19]. Это усложняет реали-
зацию и может усилить влияние помех и неопределенностей, особенно при большом
количестве узлов в сети.

В настоящей работе предложен метод синтеза статических консенсусных регуля-
торов, обеспечивающих синхронизацию решений динамических систем при непол-
ных измерениях и управлениях в сетях идентичных линейных объектов при произ-
вольном порядке модели агента без использования наблюдателей. Для сетей с фик-
сированной топологией и без запаздывания при передаче информации на основе тео-
ремы о пассификации и теоремы Агаева–Чеботарева об исходящем остовном дереве
получены условия синхронизации (достижения консенсуса в сети). Результаты про-
иллюстрированы примером для кольцевой сети из четырех двойных интеграторов.

2. Предварительные сведения

2.1. Сведения из теории графов

Приведём необходимые сведения из теории графов, в частности определение ла-
пласовской матрицы и некоторые ее свойства (см. [5, 13, 16, 20, 21]).

Ориентированным графом G называется пара G = (V , ℰ), где V – множество
вершин, а ℰ ⊆ V × V – множество дуг. Пусть N – число вершин (мощность множе-
ства V). Если для каждой дуги (�, �) ∈ ℰ , где �, � ∈ V , выполнено (�, �) ∈ ℰ , то граф
называется неориентированным, а дуга называется ребром. Здесь и далее рассмат-
риваются графы без петель, т.е. для любой вершины � ∈ V выполнено (�, �) /∈ ℰ .
Путем длины j из вершины �1 в вершину �j называется упорядоченное множество
{�1, �2, . . . , �j}, где (�i−1, �i) ∈ ℰ для каждого i = 2, . . . , j и все вершины �j раз-
личны. Вершина � достижима из вершины �, если � = � или в орграфе существует
путь из вершины � в вершину �. Если для каждой вершины графа существует путь
в любую другую вершину, то ориентированный граф называется сильно связным,
а неориентированный – связным; в этих случаях компонента связности у (ор)графа
будет одна. Известно, что неориентированный граф связен тогда и только тогда,
когда у него есть остовное дерево – дерево, множество вершин у которого то же,
что и у самого графа. Для орграфа вводятся понятия ориентированных остовных
деревьев: входящего и исходящего. Орграф называется входящим деревом, если в
каждую его вершину, кроме одной, называемой корнем, входит ровно одна дуга.
Входящим остовным деревом орграфа G называется входящее дерево, составленное
из дуг этого орграфа, такое, что в нем существует путь в корень из любой дру-
гой вершины G. Аналогично вводится более общее понятие: остовный входящий лес.
Остовный входящий лес ℱ орграфа G называется максимальным входящим лесом,
если в G нет остовного входящего леса с числом дуг, большим, чем в ℱ . Очевидно,
что каждый максимальный входящий лес содержит минимально возможное число
корней; это число называется лесной размерностью орграфа (по входящим дере-
вьям) и обозначается через �. Число дуг в любом максимальном входящем лесе
равно, очевидно, N − �. Отметим, что лесная размерность по исходящим деревьям
может, вообще говоря, отличаться от �.
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Неориентированный граф называется взвешенным, если каждой паре вершин
�, � ∈ V сопоставлено число w(�, �) ⩾ 0 такое, что:

1) w(�, �) > 0, если (�, �) ∈ ℰ и w(�, �) = 0, если (�, �) /∈ ℰ ;

2) w(�, �) = w(�, �).

Орграф называется взвешенным, если каждой паре вершин �, � ∈ V сопоставлено
число w(�, �) ⩾ 0 такое, что выполнено условие 1. Матрица смежности A(G) = [aij ]
представляет собой (N × N)-матрицу, i, j-й элемент которой равен w(�i, �j). Для
вершины �i введем полустепень захода

din(�i) =

N∑

j=1

aji

и полустепень исхода

dout(�i) =

N∑

j=1

aij .

Если для каждой вершины орграфа G полустепень захода равна полустепени исхода,
то такой орграф называется сбалансированным [5, 20].

Введем (N × N)-матрицу D(G) = diag{dout(�1), dout(�2), . . . , dout(�N )}. Лапла-
совской матрицей (ор)графа G называется матрица

L(G) = D(G)− A(G).

Обозначим через 1N вектор-столбец размерности N , состоящий из единиц. Как
известно [5, 13, 14, 16, 20–22], введенная матрица L обладает следующими свойства-
ми:

1. Матрица L(G) имеет нулевое собственное число, которому соответствует правый
собственный вектор 1N : L(G)1N = 0;

2. Кратность нулевого собственного числа L неориентированного графа равна ко-
личеству компонент связности;

3. Нулевое собственное число лапласовской матрицы L имеет единичную кратность,
если соответствующий орграф сильно связен;

4. Все собственные числа лапласовской матрицы имеют неотрицательные веще-
ственные части;

5. Для сбалансированного графа 1N является левым собственным вектором, соот-
ветствующим нулевому собственному числу:

1
т

NL(G) = 0.

Важный результат был получен Р.П. Агаевым и П.Ю. Чеботаревым в 2000 г. [21],
см. также [11].

Т е о р е м а 1 (теорема Агаева–Чеботарева [21]). Ранг лапласовской матрицы
графа G равен N − �, где � – лесная размерность графа по входящим деревьям.
В частности, rank L = N − 1, т.е. нулевое собственное число матрицы L име-
ет единичную кратность тогда и только тогда, когда орграф G имеет входящее
остовное дерево.
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2.2. Метод пассификации

Приведём необходимые сведения о пассификации линейных систем [23, 24].

Рассмотрим линейную систему с одним входом и несколькими выходами (single-
input-multiple-outputs – SIMO):

ẋ = Ax+Bu, z = Cтx,(1)

где x = x(t) ∈ ℝn – вектор состояния, u = u(t) ∈ ℝ1 – управляющее воздействие
(вход), z = z(t) ∈ ℝl – измеряемый вектор выходов, A, B, C – постоянные веще-
ственные матрицы размеров n× n, n× 1, n× l соответственно.

Задача пассификации для системы (1) понимается как нахождение (1×l)-матрицы
K такой, что система, замкнутая обратной связью u = −Kz + v, строго пассивна
по отношению к вспомогательному выходу � = Gz (G – (1 × l)-матрица): для неко-

торого � > 0 и любых T > 0 неравенство
T∫
0

(�v − �∣x∣2)dt ⩾ 0 выполнено вдоль

траекторий системы (1) с начальным условием x(0) = 0. Как следует из леммы
Якубовича–Калмана–Попова и из свойств пассивных систем [25–27], пассифицируе-
мость системы эквивалентна существованию матрицы K, обеспечивающей стро-
гую положительную вещественность (SPR) замкнутой системы: ее передаточная
функция1 W (�) = GCт(�In − A + BKCт)−1B от входа v к выходу � = Gz удовле-
творяет соотношениям:

Re W (i!) > 0 ∀ ! ∈ ℝ
1, i

2 = −1,(2)

lim
!→+∞

!2 Re W (i!) > 0.(3)

Важность свойств пассивности и пассифицируемости в теории управления опреде-
ляется их тесной связью с устойчивостью и стабилизируемостью (см. [25, 26, 28]).

О п р е д е л е н и е 1. Система (1) называется минимально фазовой по выходу
� = Gz, если многочлен

'0(s) = det

[
sIn −A −B

GCт 0

]
(4)

гурвицев (все его корни имеют отрицательные вещественные части) и гипер-
минимально-фазовой (ГМФ), если она минимально-фазовая и GCтB > 0.

Если передаточная функция системы (1) “от входа u к выходу � = Gz” имеет вид
W̄ (s) = b(s)/a(s), где b(s), a(s) – многочлены степеней k, n соответственно, k ⩽ n, то
система гипер-минимально-фазовая, если и только если b(s) – гурвицев многочлен,
k = n− 1 и b(0) > 0.

Т е о р е м а 2 (теорема пассификации [23, 24]). Следующие утверждения экви-
валентны:

A1. Существуют положительно-определенная (n × n)-матрица H и (1 × l)-
матрица K такие, что выполняются соотношения:

H(A+BKCт) + (A+BKCт)тH < 0, HB = CGт;(5)

B1. Система (1) гипер-минимально-фазовая по отношению к выходу � = Gz;

1
In обозначает единичную (n× n)-матрицу.
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C1. Существует обратная связь

u = Kz + v,(6)

делающая замкнутую систему (1), (6) строго пассивной по отношению к выходу
� = Gz.

При выполнении условия B1 матрица K в (5) может быть найдена в виде K =
= −ϰG, где ϰ – достаточно большое положительное число. При этом нижняя гра-
ница ϰ0 для ϰ имеет вид [24, 28]:

ϰ > ϰ0 = sup
!∈ℝ1

Re
(
GW (i!)

)−1
.(7)

Обобщение теоремы 2 на случай нескольких входов (MIMO) можно найти в [24].
Для нескольких входов в определение гипер-минимально-фазовости включается до-
полнительное требование симметрии (GCтB)т = GCтB. Центральной частью теоре-
мы является эквивалентность A1 и B1, которая для MIMO систем была установлена
в [23].

3. Постановка задачи

Рассмотрим сеть S, состоящую из N подсистем (агентов) Si, i = 1, . . . , N. Пусть
для каждого i = 1, . . . , N подсистема Si описывается следующим уравнением:

ẋi = Axi +Bui, yi = Cтxi,(8)

где xi(t) ∈ ℝn – вектор состояния, ui(t) ∈ ℝ1 – управление, yi(t) ∈ ℝl – вектор
измерений, время t ∈ [0,+∞).

Рассмотрим орграф G = (V , ℰ), где V – множество вершин, а ℰ ⊆ V × V – мно-
жество дуг. Для каждого i = 1, . . . , N вершина vi ассоциирована с подсистемой Si.
Будем считать, что дуга (vi, vj) принадлежит множеству дуг ℰ , если информация
поступает от подсистемы Sj к подсистеме Si. Предполагается, что в графе нет пе-
тель, т.е. (vi, vi) /∈ ℰ для всех i = 1, . . . , N. Кроме того, считается, что каждой дуге
сопоставлен единичный вес.

Пусть закон управления для агента Si имеет вид

ui = K
∑

j∈Ni

(yi − yj) = KCт
∑

j∈Ni

(xi − xj),(9)

где K ∈ ℝ1×l – вектор-строка коэффициентов усиления, Ni = {k = 1, . . . , N ∣(vi, vk) ∈
∈ ℰ} – множество индексов вершин, достижимых из vi за один шаг. Управление ви-
да (9) называется консенсусным. Изучению свойств систем с консенсусным управ-
лением посвящено множество работ в последние несколько лет (см. библиографию
в [1, 4, 11]). Однако в известных работах исследованы лишь задачи, в которых число
управлений равно числу переменных состояния агентов. В настоящей работе рас-
сматривается существенно более сложный случай, когда число управлений меньше
числа переменных состояния. Для определенности будем полагать, что управление
скалярно.

Рассмотрим в качестве цели управления асимптотическую синхронизацию по со-
стояниям (асимптотическую координатную синхронизацию по терминологии [29])
агентов S:

lim
t→∞

(xi(t)− xj(t)) = 0, i, j = 1, . . . , N.(10)
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Задача состоит в нахождении такого K из (9), чтобы выполнялась цель управле-
ния (10).

В случае выполнения (10) асимптотическое поведение всех объектов сети S будет
одинаковым. Обозначив через c(t) функцию времени, описывающую асимптотиче-
ское поведение объектов сети при синхронизации, можно переформулировать цель
управления (10) следующим образом:

∃ c(t) : lim
t→∞

(xi(t)− c(t)) = 0, i = 1, . . . , N.(11)

4. Условия достижения цели управления в случае
сбалансированного информационного графа

Обозначим �(s) = Cт(sIn −A)−1B, s ∈ ℂ, и сделаем следующие предположения.

A1. У орграфа G есть входящее остовное дерево.

По теореме Агаева–Чеботарева это предположение обеспечивает единичную крат-
ность нулевого собственного числа лапласовской матрицы L(G) (см. подраздел 2.1).

A2. Существует вектор g ∈ ℝl такой, что функция gт�(s) – гипер-минимально-
фазовая.

Согласно теореме 2 подраздела 2.2 последнее предположение обеспечивает суще-
ствование матрицы H = Hт > 0 и вектора � ∈ ℝl таких, что выполнены соотноше-
ния:

HA∗ +Aт

∗H < 0, HB = Cg, A∗ = A+B�тCт.(12)

При этом вектор � можно выбирать в виде:

� = −ϰ ⋅ g,(13)

где число ϰ > 0 достаточно большое (см. раздел 2).

Вектор-строку коэффициентов усиления K закона управления (9) будем брать в
таком виде:

K = −k ⋅ gт, k ∈ ℝ
1.(14)

Сопоставим орграфу G граф Ĝ такой, что A(Ĝ) = A(G) + A(G)т. Лапласовская

матрица L(Ĝ) получившегося таким образом графа Ĝ симметрична и имеет нулевое

собственное число единичной кратности. Матрица L(Ĝ) имеет следующие собствен-
ные числа 0 = �1 < �2 ⩽ . . . ⩽ �N . Пусть x = col(x1, . . . , xN ) и ⊗ – кронекерово
произведение.

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены предположения A1, A2 и граф G сбаланси-
рован. Тогда для достаточно больших k > 0 управление (9) с вектором коэф-
фициентов усиления (14) обеспечивает выполнение цели (11) с функцией c(t) =
= N−1/2eAt(1т

N ⊗ In)x(0).

Доказательство теоремы 3 приведено в Приложении.

З а м е ч а н и е 1. Теорему 3 можно сформулировать так (см. доказательство):

Пусть выполнены предположения A1, A2 и граф G сбалансирован. Тогда для k
таких, что

k ⩾
2ϰ

�2
,

управление (9) с вектором коэффициентов усиления (14) обеспечивает выполнение

цели (11) с функцией c(t) = N−1/2eAt(1т

N ⊗ In)x(0).
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З а м е ч а н и е 2. Из доказательства теоремы 3 и из теоремы Агаева–Чеботарева
следует, что если входящее остовное дерево в графе информационных связей отсут-
ствует, т.е. лесная размерность графа по входящим деревьям � > 1, то консенсусные
регуляторы (9) обеспечивают сходимость решений системы (8), (9) к подпростран-
ству размерности �, натянутому на векторы, соответствующие корневым вершинам
леса. Таким образом, в этом случае имеет место частичная синхронизация с числом
лидеров, соответствующих числу корневых вершин графа связей.

5. Условия достижения цели управления в случае
несбалансированного информационного графа

Пусть выполнено предположение A1, тогда нулевое собственное число лапласов-
ской матрицы L имеет единичную кратность. Приведем лапласовскую матрицу L к
жордановой форме:

Λ =

(
0 0

0 Λe

)
= P−1LP,

считая, что первый столбец неособой матрицы P равен N−1/2
1. Обозначим через l1

левый собственный вектор, соответствующий нулевому собственному числу лапла-
совской матрицы L, такой, что lт1N

−1/2
1 = 1.

Вектор-строку коэффициентов усиления K закона управления (9) будем брать в
виде:

K = k ⋅ �т, k ∈ ℝ
1.(15)

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены предположения A1, A2 и Λe + Λ∗
e > 0. Тогда

для k таких, что

IN−1 +
k

2
(Λe + Λ∗

e) ⩽ 0,

управление (9) с вектором коэффициентов усиления (15) обеспечивает выполнение

цели (11) с функцией c(t) = N−1/2eAt(lт1 ⊗ In)x(0).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.

6. Условия достижения цели управления в случае
неориентированного информационного графа

Сформулируем условия достижения цели управления в случае неориентирован-
ного информационного графа G и выполнения следующего предположения:

A3. У неориентированного графа G есть остовное дерево.

Как известно, это предположение эквивалентно связности графа G. Таким обра-
зом, при выполнении этого предположения кратность нулевого собственного числа
лапласовской матрицы L = L(G) будет равна единице. Обозначим собственные чис-
ла матрицы L так: 0 = �1(L) < �2(L) ⩽ . . . ⩽ �N (L).

В следующей теореме приводятся условия достижения цели управления в случае
неориентированного информационного графа.

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены предположения A2, A3. Тогда для k таких,
что

k ⩾
ϰ

�2(L)
,
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управление (9) с вектором коэффициентов усиления (14) обеспечивает выполнение

цели (11) с функцией c(t) = N−1/2eAt(1т

N ⊗ In)x(0).

Теорема является следствием замечания 1 из раздела 4.

7. Пример. Кольцевая сеть двойных интеграторов

Рассмотрим сеть S, состоящую из четырех подсистем Si, i = 1, . . . , 4. Пусть для
каждого i = 1, . . . , 4 подсистема Si описывается следующим уравнением:

ẋi = Axi +Bui, yi = Cтxi,

где xi(t) ∈ ℝ
2 – вектор состояния, ui(t) ∈ ℝ

1 – управление, yi(t) ∈ ℝ
1 – вектор

измерений. Пусть

A =

(
0 0
1 0

)
, B =

(
1
0

)
, C =

(
1
1

)
.

Тогда передаточная функция каждого объекта имеет вид

�(s) = Cт(sI2 −A)−1B =
s+ 1

s2
.(16)

Можно сказать, что каждый объект является двойным интегратором, в котором
измерению доступна сумма выходной переменной и ее производной.

Первую компоненту вектора состояния отдельного объекта можно трактовать
как скорость точки, вторую компоненту – как положение точки на прямой. Дости-
жение цели управления (10) означает сближение четырех точек на прямой и их
движение с одинаковой скоростью, зависящей от начальных условий.

Предположим, что орграф G, описывающий информационные связи в сети, сба-
лансирован и имеет вид, приведенный на рис. 1. Это значит, что консенсусные ре-
гуляторы (9) имеют в данном случае вид:

u1 = −k(y1 − y2), u2 = −k(y2 − y3), u3 = −k(y3 − y4), u4 = −k(y4 − y1).

Лапласовская матрица графа Ĝ имеет следующие собственные числа: 0, 2, 2, 4.

Применим теорему 3. Передаточная функция (16) является гипер-минимально-
фазовой при g = 1. Нетрудно видеть, что неравенство (13) для выбора числа ϰ при-
нимает вид ϰ > 1. Таким образом, по теореме 3 при k ⩾ 1 регулятор (9) с вектором-
строкой коэффициентов усиления (14) обеспечивает достижение цели (10).

 

1 2

4 3

Рис. 1. Орграф G.
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7.1. Результаты численного моделирования

Пусть подсистемы имеют следующие начальные данные:

x1(0) = col(0, 5; 2), x2(0) = col(−7; 3),

x3(0) = col(1; 0), x4(0) = col(10;−10).

При k = 1 достижение цели управления подтверждается результатами численно-
го 50-секундного моделирования. Траектории подсистем на одной и той же фазовой

плоскости с координатами (x
(1)
i , x

(2)
i ), i = 1, 2, 3, 4 при различных k приведены на

рис. 2–5.

Следует заметить, что для данного примера из результатов [17] можно вывести
точные условия асимптотической синхронизации: k > 0,5. 
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Рис. 2. Фазовая плоскость при k = 1. Рис. 3. Фазовая плоскость при k = 0,3.

 

40

0

 

x

 

i

 

(2)

 

20

10

50

–10

 

x

 

i

 

(1)

 

30

–8 10 128640 2–6 –4 –2

 

40

0

 

x

 

i

 

(2)

 

20

10

50

–10

 

x

 

i

 

(1)

 

30

–8 10 128640 2–6 –4 –2

Рис. 4. Фазовая плоскость при k = 0,5. Рис. 5. Фазовая плоскость при k = 0,7.
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8. Заключение

При помощи метода пассификации и теоремы Агаева–Чеботарева найдены усло-
вия достижения синхронизации по состояниям в сетях линейных агентов при непол-
ных измерениях и управлениях с помощью консенсусных регуляторов, реализующих
статическую обратную связь по выходам. В отличие от большинства известных ра-
бот, в которых исследованы лишь задачи с числом управлений, равным числу пе-
ременных состояния агентов, в настоящей работе рассматривается существенно бо-
лее сложный случай, когда число управлений меньше числа переменных состояния,
а именно: управление скалярно. В отличие от результата работы [30] (теорема 4)
в данной работе требуется не пассивность, а лишь пассифицируемость агентов, что
позволяет синхронизировать сети неустойчивых агентов.

Пример синхронизации в кольцевой сети четырех двойных интеграторов показы-
вает, что полученные условия не слишком далеки от точных. Их достоинство состоит
еще и в том, что они легко распространяются на нелинейные системы с секторной
нелинейностью. Это распространение предполагается сделать в дальнейшем.

Авторы пользуются случаем поблагодарить П.Ю. Чеботарева за ряд полезных
замечаний.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 3. При доказательстве понадобятся некоторые
свойства кронекерова произведения матриц (см., например, [31, 32]). Обозначим для

краткости L = L(G), L̂ = L(Ĝ). Пусть P – вещественная ортогональная матрица
такая, что

P тL̂P = diag(0, �2, . . . , �N )

с первым столбцом, равным N−1/2
1N . Первый столбец произведения LP нулевой,

поскольку 1N является правым собственным вектором матрицы L. Следовательно,
первый столбец P тLP также нулевой. По предположению A1 орграф G сбалансиро-
ван, следовательно, L имеет левый собственный вектор, соответствующий нулевому
собственному числу. Последнее позволяет заключить, что первая строка P тLP ну-
левая. Таким образом,

P тLP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 . . . 0

0
...
0 Λe

...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,(Π.1)

где Λe ∈ ℝ(N−1)×(N−1). Пусть u = col(u1, . . . , uN). Тогда (9) можно представить в
виде

u = (L⊗KCт)x.(Π.2)

Перепишем (8), используя (Π.2):

ẋ = ((IN ⊗A) + (L⊗BKCт))x.(Π.3)

Идея о координатном преобразовании составного вектора состояния взята из [19].
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Пусть z = (P т ⊗ In)x, z ∈ ℝNn, и z = col(z1, ze), z1 ∈ ℝn, ze ∈ ℝ(N−1)n. Тогда
(Π.3) с учетом (Π.1) можно представить так

ż1 = Az1,(Π.4)

że = ((IN−1 ⊗A) + (Λe ⊗BKCт)) ze.(Π.5)

Если решение ze(t) ≡ 0 системы уравнений (Π.5) асимптотически устойчиво, то цель
управления (11) достигается с функцией c(t) = N−1/2eAt(1т

N ⊗ In)x(0).

Возьмем функцию Ляпунова в виде

Ve = zт

e(IN−1 ⊗H)ze,

где матрица H определяется из (12). Вычислим производную Ve в силу (Π.5):

V̇e = zт

e(IN−1 ⊗ (AтH +HA) + Λт

e ⊗ CKтBтH + Λe ⊗HBKCт)ze =

= zт

e(IN−1 ⊗ (AтH +HA) + Λт

e ⊗ CKтgтCт + Λe ⊗ CgKCт)ze.

Здесь использовалось то, что HB = Cg (см. (12)). Обозначим

P = IN−1 ⊗ (AтH +HA) + Λт

e ⊗ CKтgтCт + Λe ⊗ CgKCт.

Покажем, что нулевое решение системы (Π.5) асимптотически устойчиво. Для этого

достаточно показать, что P < 0, поскольку V̇e = zт

ePze.

Обозначим

K = −IN−1 ⊗ (C�gтCт + Cg�тCт) + Λт

e ⊗ CKтgтCт + Λe ⊗ CgKCт.

Замечая, что

AтH +HA = Aт

∗H +HA∗ − (C�gтCт + Cg�тCт),

преобразуем выражение для P :

P = IN−1 ⊗ (Aт

∗H +HA∗) +K.

Достаточно показать, что K ⩽ 0. Перепишем выражение для K, используя (13), (14):

K = −IN−1 ⊗ (−ϰCggтCт − ϰCggтCт)− Λт

e ⊗ CgkgтCт − Λe ⊗ CgkgтCт =

= (2ϰIN−1 − k(Λe + Λт

e))⊗ (CggтCт).

Поскольку CggтCт ⩾ 0, а 2ϰIN−1 − k(Λe +Λт

e) ⩽ 0 по условию теоремы 3, получаем
K ⩽ 0, что и требовалось доказать.
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