
ДОПОЛНЕНИЕ.
ОБЗОР РАБОТ ПО НЕЛИНЕЙНЫМ СИСТЕМАМ

Теория управления нелинейными системами за последние два де-
сятилетия развивалась, пожалуй, быстрее, чем другие области теории
управления и в настоящее время, судя по числу докладов на крупней-
ших международных конференциях, доминирует в теории управления.
В книге Х.Халила дается всеобъемлющее и достаточно сбалансиро-
ванное представление о современном состоянии этой теории. В то же
время ряд заслуживающих внимания работ последних лет, прежде
всего, ряд отечественных работ, не нашли отражение в книге. Краткий
библиографический обзор некоторых работ приведен ниже 1) .

Анализ систем. Aнализ системы начинается с исследования суще-
ствования и единственности решений, а также устойчивости систем.
Ряд классических результатов по условиям существования и устойчи-
вости колебаний для систем 2-го порядка приведен в главе 2 книги
Х.Халила. В работах Г.А. Леонова и его учеников на основе использо-
вания функций ляпуновского типа получены обобщения классических
критериев орбитальной устойчивости Пуанкаре и Дюлака на системы
произвольного порядка, а также обобщение теоремы Андронова–Витта
об асимптотической орбитальной устойчивости. Изучено также понятие
устойчивости по Жуковскому, занимающее промежуточное место меж-
ду устойчивостью по Пуанкаре (орбитальной) и устойчивостью по Ля-
пунову [Д39, Д41]. Частотные условия существования и устойчивости
состояний равновесия и колебаний в импульсных системах получены
в [Д22]. Отметим, что частотные методы исследования показали высо-
кую эффективность для систем, представимых в виде линейной части
и нелинейности в цепи обратной связи (см. Рис. 7.1), часто называемых
системами Лурье.

Подход к нелинейным колебаниям на основе понятий периодиче-
ских движений и предельных циклов доминировал в теории и в много-
численных приложениях в течение нескольких десятилетий, начиная с
работ А.А.Андронова и его школы. Однако полученные к настоящему
времени условия существования и устойчивости периодических коле-
баний зачастую оказываются слишком ограничительными. Например,
даже в классической задаче о предельных циклах в линейной системе с
реле условия существования глобально устойчивого предельного цикла
получены лишь недавно и требуют численной проверки набора линей-

1)Автор Дополнения приносит извинения за возможные проявления субъ-
ективности в оценках и составлении списка дополнительной литературы.
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ных матричных неравенств (LMI) [Д80]. С другой стороны, все чаще
в природе и технике наблюдаются движения более общего характера,
чем периодические. Например, в теории так называемых фазовых си-
стем, описывающих динамику электрических машин, систем фазовой
автоподстройки частоты, тактовых генераторов представляют интерес
непериодические движения, при которых часть координат меняется пе-
риодически, а другая часть — монотонно. Такие движения называются
циклами второго рода. В книгах [Д21, Д41] изложены эффективные
частотные условия существования и устойчивости таких движений.
Получены также условия фазовой синхронизации — режима, при кото-
ром разности нециклических координат фазовых подсистем стремятся к
конечному пределу [Д40, Д42]. Ключевым инструментом исследования
являются функции ляпуновского типа и лемма Якубовича–Калмана
(Калмана-Якубовича–Попова, см. Леммы 6.2, 6.3 в книге Х.Халила).

Важный класс задач связан с изучением вынужденных колебаний
нелинейных систем под влиянием непериодических, но ограниченных
внешних воздействий. В частности существование единственного и
глобально асимптотически устойчивого ограниченного решения в си-
стеме ẋ = F (x, t) означает, что в системе имеется единственный пре-
дельный рабочий режим. Это свойство называется конвергентностью
[Д27]. Стандартным достаточным условием конвергентности является
условие Демидовича: равномерная отрицательность всех собственных
чисел симметризованной матрицы линеаризованной системы ∂F (x,t)

∂x +

+
[

∂F (x,t)
∂x

]T

. Частотный критерий конвергентности был получен в

работе [Д74]. Новые критерии и применения можно найти в работах
[Д78, Д92].

Однако требование конвергентности тоже может оказаться слиш-
ком жестким: в частности, при наличии локальных неустойчивостей.
Наиболее широким из известных понятий колебательности является
так называемая колебательность по Якубовичу [Д41, Д76]. Напом-
ним, что система ẋ = F (x, t) называется колебательной по Якубовичу
по выходу ψ = η(x ) если для почти всех x0 ∈ Rn решения x( t,x0)
системы ограничены и для почти всех начальных условий выполнено:

lim
t→+∞

ψ (x( t,x0) ) < lim
t→+∞ ψ ( x( t,x0) ) .

Решения колебательной системы могут иметь нерегулярный, в том
числе хаотический характер. В.А. Якубовичем был получен частотный
критерий колебательности для систем Лурье [Д76]. Условия колеба-
тельности для соединения двух нелинейных систем получены в [Д32]
с использованием двух функций Ляпунова.

Еще одно направление исследований связано с понятием частич-
ной устойчивости. Специальным случаем этого свойства являет-
ся устойчивость по части переменных, систематически изучавшая-
ся В.В.Румянцевым и его последователями, начиная с 1957 года
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[Д20, Д59, Д60]. В книге [Д49] на языке функций Ляпунова даны
условия частичной устойчивости по отношению к некоторой функции
состояния системы (Теорема 2.14). Одним из важных применений
частичной устойчивости являются задачи синхронизации и анализа
синхронных режимов, где состояния или выходы двух или нескольких
подсистем изменяются согласованно. Следует отметить, что свойство
устойчивости по отношению к функциям было введено еще в 1892 году
в основополагающей работе А.М.Ляпунова, где оно, однако не было
исследовано.

В книге интенсивно используется знаменитая Лемма Якубовича–
Калмана, называемая также Леммой Калмана–Якубовича–Попова или
частотной теоремой, см. леммы 6.1–6.3. О современных трактовках
и обобщениях и применениях Леммы см. [Д26, Д51]. Неточность,
имеющуюся в формулировке леммы 6.1 легко устранить с помощью
формулируемой ниже «полувырожденной» версии частотной теоремы,
установленной В.А. Якубовичем в 1966 г. [Д21, Д75].

Введем следующие обозначения (через ReK обозначается эрмитова
часть матрицы: ReK = (K +K∗)/2):

Q(H) =
[−(HA+A∗H +R) −(Ha+ b)

−(Ha+ b)∗ ρ

]
,

π(λ) = ρ+ 2Re
(
b∗(λIn −A)−1a

)
+ a∗(λ∗In −A∗)−1R(λIn −A)−1a,

где H = H∗ — (n× n)-матрица, R = R∗ — (n× n)-матрица, ρ = ρ∗ —
(m ×m)-матрица, a, b — (n ×m)-матрицы, λ — комплексное число.
Пусть m = m1 +m2, где m1,m2 — целые числа, и пусть матрицы ρ,π, a
разбиты на блоки следующим образом:

ρ =
[
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

]
, π =

[
π11 π12
π21 π22

]
, a =

[
a1
a2

]
и ρ12 = ρ∗21 = 0, ρ22 = 0.

Теорема [Д75]. Пусть A — гурвицева матрица, ρ11 � 0 и ranka2 =
= m2. Для существования матрицы H = H∗ такой, что Q(H) � 0 и
rankQ = n+m1 необходимо и достаточно, чтобы

(1) π(iω) > 0 для всех вещественных ω; (i2 = −1),
(2) lim

ω→∞ω2
(
π22(iω) − π21(iω) π−1

11 (iω) π12(iω)
)
> 0.

Отметим, что при m2 = 0 теорема превращается в «невырожден-
ную» частотную теорему, а при m1 = 0 превращается в лемму 6.3. При
m1 = 0, C = 0 она устанавливает, что необходимым и достаточным
условием разрешимости матричных неравенств HA + A∗H < 0, Ha =
= −b является строгая положительная вещественность передаточной
матрицы b(λIm −A)−1a.

С ростом сложности систем все большую роль в их анализе играют
численные методы. Наряду с классическими задачами статического
и динамического анализа — построения установившихся режимов и
траекторий, все чаще возникают задачи анализа более сложного по-
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ведения: бифуркационный анализ, оценка ляпуновских показателей,
энтропии, размерности и других характеристик нелинейной динамики
систем. Вопросам численного анализа динамических систем посвяще-
ны книги [Д8, Д46, Д77, Д88, Д90]. Эффективные численные методы
решения задач анализа и синтеза линейных и нелинейных систем раз-
работаны на основе аппарата линейных матричных неравенств (LMI)
[Д11, Д?].

Задачи синтеза. Задачи синтеза являются центральными для тео-
рии управления. Прежде всего, следует упомянуть о работах по оп-
тимальному синтезу, которому в книге уделено мало внимания. В
1950-1960х годах оптимальные системы находились на гребне инте-
реса исследователей, во многом благодаря работам Л.С.Понтрягина,
А.А.Фельдбаума и их последователей. В последние годы в мировой
литературе оптимальным системам уделяется меньше внимания, и дело
здесь, видимо, в том, что их реализация требует достаточно полной и
точной информации о модели объекта, а для нелинейных объектов еще
и значительного объема вычислений. Кроме того, трудности возникают
из-за многокритериальности реальных задач синтеза. Для более или
менее сложных систем эти препятствия часто становятся непреодоли-
мыми. Тем не менее, методы оптимального управления продолжают
развиваться, идя по пути решения указанных проблем. Требование
знания модели объекта может быть ослаблено, если строить схемы,
оптимальные на классе объектов, т. е. робастные. Робастные алго-
ритмы управления механическими системами были разработаны Ф.Л.
Черноусько и его учениками [Д72], см. также [Д34]. Эффективным
подходом к заданию неопределенностей является метод эллипсоидов,
в котором считается, что неопределенные параметры принадлежат эл-
липсоиду, характеризующемуся своим центром и матрицей главных
осей [Д71, Д85]. Такой подход позволяет также рассматривать задачи
с неполными измерениями. Среди недавних книг по оптимальному
управлению следует отметить [Д2, Д9, Д47].

Одним из подходов к решению задач управления по выходу (управ-
ления с неполными измерениями) является использование наблюда-
телей. В книге Х.Халила описывается синтез управления на основе
наблюдателей с большим коэффициентом усиления. Однако имеются
и другие методы: дифференциально-геометрический [Д38], на основе
скользящих режимов [Д4], каскадный [Д37]. Новая форма нелинейных
наблюдателей, предложенная В.О. Никифоровым [Д49, Д89] использо-
вана для синтеза систем синхронизации и управления колебательными
процессами [Д7, Д31].

Однако применение наблюдателей — не единственный подход к
решению задачи управления по выходу. Среди других отметим метод
вспомогательных фильтров [Д14, Д15] и метод шунтирования [Д4], в
которых размерность дополнительных динамических звеньев на едини-
цу меньше, чем относительная степень объекта управления, т.е. может
быть существенно меньше, чем в системах с наблюдателями.
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Эффективным способом решения задач управления по выходу яв-
ляется метод пассификации, изложенный в параграфе 14.3, см. также
[Д49, Д55]. Вариант этого метода для нелинейных систем класса Лурье
в адаптивном и неадаптивном вариантах, основанный на необходимых
и достаточных условиях пассификации линейных систем, предложен-
ных в [Д66, Д67] с успехом применялся к решению различных задач
управления полетом, оценивания, синхронизации, см. обзор [Д6].

Ляпуновский синтез, пассификацию, управление в скользящем
режиме и некоторые другие подходы можно рассматривать в рам-
ках единой схемы, называемой методом скоростного градиента (СГ)
[Д4, Д49, Д68]. Метод СГ предписывает изменять управляющее воз-
действие в направлении, противоположном скоростному градиенту —
градиенту от скорости изменения целевой функции в силу уравнения
объекта (более общо — в направлении, образующем тупой угол со
скоростным градиентом). Для объектов управления, описываемых мо-
делями состояния ẋ = F (x,u, t) и целей управления Q(x(t), t) → 0 при
t→ ∞, где Q(x, t) � 0 — целевая функция, алгоритм скоростного гра-
диента в конечной форме имеет вид u = −γϕ(∇uQ̇), где Q̇ = ∂Q/∂t+
+ ∂Q/∂xF (x,u, t), ϕ(y)T y > 0 при y �= 0, γ > 0 — скалярный или
матричный коэффициент усиления. В частном случае систем, не зави-
сящих от времени, алгоритм СГ совпадает с алгоритмом теоремы 14.4.
Можно показать, что по отношению к выходу, задаваемому вектором
скоростного градиента объект при естественных условиях оказывается
пассифицируемым, т. е. метод СГ обеспечивает стабилизацию объекта.

Из книг на русском языке следует упомянуть учебники [Д1, Д38],
широко использующие геометрический подход, а также книгу С.В.
Емельянова [Д30], где излагаются топологические подходы к исследо-
ванию широкого круга нелинейных задач, базирующиеся на понятиях
степени отображения, вращения векторного поля, топологического ин-
декса. Среди недавно выпущенных отметим отечественные учебники
[Д10, Д48, Д53] и переводной учебник [Д25]. Из немногих направле-
ний, где отечественная наука в последние годы имеет приоритет, сле-
дует отметить управление стохастическими нелинейными колебаниями
[Д61, Д82–Д84, Д94] и синергетический подход [Д35].

На практике все чаще применяются интеллектуальные системы
управления, в частности, нейросетевые и нечеткие системы. Хотя за
рубежом поток литературы по этим направлениям не иссякает уже
много лет, количество книг на русском языке до сих пор исчисляется
единицами [Д45, Д57, Д63]. По адаптивному управлению нелинейны-
ми системами, наоборот, книг в России в последние годы издано
больше, чем в других странах [Д31, Д49, Д52, Д64].

Новые направления. Перечислим некоторые новые направления в
области нелинейных систем, появившиеся в последние несколько лет.

Управление хаосом. Кибернетическая физика. Одним из важных
открытий второй половины ХХ века стало возможность возникнове-
ния в нелинейных детерминированных системах нерегулярных, хаоти-

Дополнение. Обзор работ по нелинейным системам 843

ческих колебаний. Известны различные математические определения
хаоса. Однако большинство из них выражает близкие по типу свойства
динамических систем, связанные со «сверхчувствительностью» к на-
чальным условиям: даже сколь угодно близкие траектории с течением
времени расходятся на конечное расстояние, т.е. прогноз траектории на
длительное время оказывается невозможен. Оказалось, что системы и
модели, описывающие хаотическое поведение, встречаются во многих
областях науки и техники, и в ряде случаев являются более подходя-
щим инструментом описания нерегулярных колебаний и неопределен-
ности, чем стохастические, вероятностные модели. Достаточно заме-
тить, что широкий класс хаотических систем — это хорошо известные
генераторы псевдослучайных чисел. Тем более удивительной оказалась
обнаруженная в 1990г. Э. Оттом, Ч. Гребоджи и Дж. Йорке воз-
можность существенного изменения свойств хаотической системы при
помощи весьма малого изменения ее параметров [Д91]. В частности,
было показано путем компьютерного моделирования, что достаточно
малым изменением параметра системы можно хаотическую траекторию
преобразовать в периодическую и наоборот, если изменять параметр
с учетом изменения текущего состояния системы, т. е. в контуре
обратной связи. В последующих публикациях эффект был подтвержден
экспериментально и указаны области его приложений: лазеры, системы
связи, химические технологии, медицина (лечение аритмии и эпилеп-
сии). Парадоксальность вывода (хаос нельзя прогнозировать, но им
можно управлять) вызвала взрыв интереса исследователей и породи-
ла лавину публикаций, демонстрирующих возможность существенного
изменения свойств разнообразных хаотических систем в природе и
технике при помощи относительно небольших изменений параметров
или внешних воздействий. По данным Science Citation Index, к концу
1990-х годов по этой тематике публиковалось более чем 300 статей в
год в рецензируемых журналах, а общее число публикаций перевалило
за 3000. Более подробный обзор работ по управлению хаосом можно
найти в [Д5, Д69]. Управление хаосом — это только одно из направ-
лений в области на стыке кибернетики и физики, привлекающей все
больше внимания, начиная с 1990-х. К другим относятся управляемая
синхронизация, оптимизационная термодинамика, управление пучками
частиц, управление квантовыми системами [Д69, Д70]. Область полу-
чила название «кибернетическая физика» — исследование физических
систем кибернетическими методами.

Управление и оценивание в сетях. Слияние теорий управления,
вычислений и связи. В последнее время в литературе наблюдается
интерес к управлению сетями взаимосвязанных физических систем.
Примерами таких задач являются управление пространственно распре-
деленными предприятиями, включая сети материально-технического
снабжения и реализации готовой продукции; управление группой
транспортных средств, строем летательных аппаратов, коллективом ро-
ботов и т.д. Внедрение подобных систем обусловлено бурным развитием
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информационно-коммуникационных средств, в том числе беспроводных
систем связи и беспроводных датчиков. Растет также интерес к мо-
делированию сетей и управлению биологическими, биохимическими и
социальными сетями, молекулярными кластерами и т.д. В то же время
из-за сложности объектов управления и возникающих целей управле-
ния координация действий в распределенных системах и сетях стано-
вится все более сложной проблемой. Дополнительные трудности обу-
словлены ограничениями на обмен информацией между подсистемами,
необходимостью учета ограниченной пропускной способности каналов
связи [Д79, Д87]. Новые задачи требуют одновременного рассмотрения
аспектов теории управления, теории информации и численных методов,
а также физики (статистической механики). Разрабатываемые сетевые
встраиваемые системы все чаще называются киберфизическими систе-
мами, поскольку часть их компонентов является объектами реального
мира, а другая часть - виртуальными, информационными объектами.
Киберфизическая система интегрирует способности к вычислениям,
связи и хранению информации с мониторингом и/или управлением
объектами физического мира и должна делать это надежно, безопасно,
эффективно и в реальном времени [Д86].

К сожалению, неи возможности перечислить здесь все новые на-
правления в обласи нелинейных сиситем. Многие новые результаты
обсуждаются на международном семинаре «Устойчивость и колебания
нелинейных систем» им. Е.С.Пятницкого, проводимом раз в два года
в Москве Институтом проблем управления. Основные труды семинара
публикуются в журнале «Автоматика и телемеханика».
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