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ÏÐÈÍÖÈÏ ÑÊÎÐÎÑÒÍÎÃÎ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ

Â ÎÏÈÑÀÍÈÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÈÑÒÅÌ,

ÏÎÄ×ÈÍßÞÙÈÕÑß ÏÐÈÍÖÈÏÓ

ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÝÍÒÐÎÏÈÈ

À.Ì. Êðèâöîâ, À.Ë. Ôðàäêîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ ∗

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýêñòðåìàëüíîãî ïðèíöèïà ñêîðîñò-
íîãî ãðàäèåíòà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ýíòðîïèè. Ïîëó÷åíà ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå âû-
õîä íà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Èññëåäóþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ïðî-
öåññû, îïèñûâàåìûå ìåòîäîì äèíàìèêè ÷àñòèö (ìîëåêóëÿðíîé äè-
íàìèêè) è äàåòñÿ ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ïðåäñêàçàíèÿ è ðåçóëü-
òàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ ïîëó÷èëè ïðèçíàíèå ýêñ-
òðåìàëüíûå è âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñèñòåì.
Øèðîêî èçâåñòíî èçðå÷åíèå Ë.Ýéëåðà: ¾Â ìèðå íå ïðîèñõîäèò íè-
÷åãî, ÷òî íå èìåëî áû ñìûñë ñòðåìëåíèÿ ê êàêîìó-ëèáî ìàêñèìó-
ìó èëè ìèíèìóìó¿. Î âàæíîé ðîëè ýêñòðåìàëüíûõ è âàðèàöèîííûõ
ïðèíöèïîâ â ôèçèêå è ìåõàíèêå íåîäíîêðàòíî óïîìèíàåòñÿ â ðàáî-
òàõ È.È.Áëåõìàíà [1�3].

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä ëåã â îñíîâó öåëîãî
íàïðàâëåíèÿ: òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé ìèíè-
ìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäõîäÿùåãî â
çàäàííîì ñìûñëå çàêîíà óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé. Â ñâîþ

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 08-01-00775-à,
08-01-00865-à, 09-01-12096-îôè-ì), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîä-
äåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-2387.2008.1),
Ìåæñåêöèîííîé ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÝÌÌÏÓ ÐÀÍ
2 ¾Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è áåçîïàñíîñòè ýíåðãåòèêè è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì¿.
c© À.Ë. Ôðàäêîâ, À.Ì. Êðèâöîâ 2009 ã.
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î÷åðåäü, ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå Áåëëìàíà, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è äð.), ÿâëÿ-
þùèåñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé äèíàìèêè ìåõàíè-
÷åñêèõ [4], òåðìîäèíàìè÷åñêèõ [5] è äðóãèõ ñèñòåì â ïðèðîäå è îáùå-
ñòâå. Ã. Ðîçåíáðîê [6,7], ïðîäåìîíñòðèðîâàë âûâîä îñíîâíûõ óðàâíå-
íèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè íà îñíîâå ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, ïîêàçàâ, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà îêàçûâàåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè Ãàìèëüòîíà�ßêî-
áè�Áåëëìàíà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ îäèí èç âàðèàöèîííûõ ïðèí-
öèïîâ, âåäóùèé ïðîèñõîæäåíèå îò ìåòîäîâ ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ: ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà [10�12]. Ïðèíöèï ïðèìåíÿåò-
ñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ, óñòàíîâèâ-
øååñÿ äâèæåíèå êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ýíòðî-
ïèè (ïðèíöèïó Ãèááñà-Äæåéíñà). Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà íåñòàöèî-
íàðíûõ ïðîöåññîâ ìåòîäà ÷àñòèö è äàåòñÿ ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî
ïðåäñêàçàíèÿ è ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

2. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû. Ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî

ãðàäèåíòà

Ðàññìîòðèì êëàññ îòêðûòûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîäåëè äèíàìè-
êè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x, u, t), (1)

ãäå x ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, u � âåêòîð âõîäíûõ (ñâî-
áîäíûõ) ïåðåìåííûõ, t ≥ 0. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ (ïîñòðîåíèÿ ìî-
äåëè) ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà êàê íàõîæäåíèå çàêîíà èç-
ìåíåíèÿ (ýâîëþöèè) u(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ
¾åñòåñòâåííîñòè¿ åå ïîâåäåíèÿ è ïðèäàþùåãî ñîçäàâàåìîé ìîäåëè
ñâîéñòâà, íàáëþäàåìûå ó ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîñòðîåíèå òàêîãî êðèòåðèÿ íà îñíîâå ýêñòðåìàëüíûõ è âàðèà-
öèîííûõ ïðèíöèïîâ îáû÷íî ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå íåêîòîðîãî èíòå-
ãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà (íàïðèìåð, ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ â ïðèí-
öèïå íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ [8]), õàðàêòåðèçóþùåãî ïîâåäåíèå ñè-
ñòåìû. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåò ðåàëüíî âîçìîæíûå
òðàåêòîðèè ñèñòåìû {x(t), u(t)} êàê òî÷êè â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ çàêîíà äèíàìèêè
ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ðàçâèòûé àïïàðàò âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Êðîìå èíòåãðàëüíûõ, áûëè ïðåäëîæåíû è äèôôåðåíöèàëüíûå
(ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè) ïðèíöèïû, òàêèå, êàê ïðèíöèï íàèìåíüøåãî
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ïðèíóæäåíèÿ Ãàóññà, ïðèíöèï ìèíèìàëüíîé äèññèïàöèè ýíåðãèè è
äð. Êàê îòìå÷àë Ì. Ïëàíê [9], ëîêàëüíûå ïðèíöèïû èìåþò íåêîòî-
ðîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä èíòåãðàëüíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå ñòàâÿò â
çàâèñèìîñòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå è äâèæåíèå ñèñòåìû îò åå ïîçäíåé-
øèõ ñîñòîÿíèé è äâèæåíèé. Ñëåäóÿ [10�12], ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí
ëîêàëüíûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ñêîðîñò-
íîãî ãðàäèåíòà.

Ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà: ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ

äâèæåíèé â ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ ëèøü òå, äëÿ êîòîðûõ âõîäíûå

ïåðåìåííûå èçìåíÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòíîìó ãðàäèåíòó

îò íåêîòîðîãî ¾öåëåâîãî¿ ôóíêöèîíàëà Qt.
Ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïðåäëàãàåò èññëåäîâàòåëþ íà

âûáîð äâà òèïà ìîäåëåé äèíàìèêè ñèñòåì: À) ìîäåëè, ñëåäóþùèå
èç àëãîðèòìîâ ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

u̇ = −Γ∇uQ̇t, (2)

B) ìîäåëè, ñëåäóþùèå èç àëãîðèòìîâ ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà â êî-
íå÷íîé ôîðìå

u = −Γ∇uQ̇t . (3)

Çäåñü Q̇t � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà âäîëü òðàåê-
òîðèè ñèñòåìû (1). Îïèøåì ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà â ïðîñòåé-
øåì (íî è âàæíåéøåì) ñëó÷àå, êîãäà êëàññ ìîäåëåé äèíàìèêè (1)
çàäàí ñîîòíîøåíèåì

ẋ = u. (4)

Ñîîòíîøåíèå (4) îçíà÷àåò âñåãî ëèøü, ÷òî ìû èùåì çàêîí èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòåé ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèí-
öèïîì ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïðåæäå âñåãî íóæíî ââåñòè öåëåâîé
ôóíêöèîíàë (ôóíêöèþ) Q(x). Âûáîð Q(x) äîëæåí áûòü îñíîâàí íà
ôèçèêå ðåàëüíîé ñèñòåìû è îòðàæàòü íàëè÷èå â íåé òåíäåíöèè ê
óìåíüøåíèþ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ Q(x(t)). Ïîñëå ýòîãî çàêîí äèíàìè-
êè ìîæåò áûòü íåìåäëåííî âûïèñàí â âèäå (2) èëè (3).

Ïðè ýòîì çàäàíèå çàêîíà äèíàìèêè â âèäå (2) ïîðîæäàåò äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èíâà-
ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû âðåìåíè t íà (−t), ò. å. ñîîòâåòñòâóþò
îáðàòèìûì ïðîöåññàì. Íàïðîòèâ, âûáîð êîíå÷íîé ôîðìû (3) ñîîò-
âåòñòâóåò, êàê ïðàâèëî, íåîáðàòèìûì ïðîöåññàì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûé ïðèíöèï ïðèìåðîì. Äðóãèå ïðèìå-
ðû ìîæíî íàéòè â [11,12].
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Ïðèìåð. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîòåíöèàëü-

íîì ïîëå. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Ïåðåìåííûìè
ñîñòîÿíèÿ çäåñü ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè, ò. å. x = col{x1, x2, x3}.
Âûáåðåì â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ïîòåíöèàë ïîëÿ Q(x) è âûâå-
äåì ñêîðîñòíî-ãðàäèåíòíûé çàêîí äâèæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå. Âû÷èñëèì ñêîðîñòíîé ãðàäèåíò:

Q̇ = [∇xQ(x)]T
u, ∇uQ̇ = ∇xQ(x).

Âûáèðàÿ äèàãîíàëüíóþ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó Γ â
âèäå Γ = m−1I3, ãäå m > 0 � ïàðàìåòð, I3 � åäèíè÷íàÿ 3 × 3
ìàòðèöà, ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîìó çàêîíó äèíàìèêè Íüþòîíà:
u̇ = −m−1∇xQ(x), èëè

mẍ = −∇xQ(x). (5)

Ïðè ýòîì ïàðàìåòð m èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàññà òî÷êè.

Ïðèìåð äîïóñêàåò äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ. Äëÿ ñèñòåì, äâè-
æóùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë ïîòåíöèàë ïîëÿ ìîæåò
èãðàòü ðîëü öåëåâîé ôóíêöèè Q(x), à ìàòðèöà èíåðöèè îïðåäåëÿ-
åò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â àëãîðèòìå. Ïðè ýòîì, åñëè
èíåðöèîííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ðàçëè÷íû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ êîí-
ôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé
(óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ) áóäåò ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì ìîæ-
íî ñòðîèòü ìîäåëè äèíàìèêè ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñû-
âàåìûõ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà.

Ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïðèìåíèì è ê ïîñòðîåíèþ ìîäå-
ëåé äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ â áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîñòîÿíèé. Â ÷àñòíîñòè, x ìîæåò áûòü âåê-
òîðîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X , à f(x, u, t) � íåëèíåéíûì îïå-
ðàòîðîì, îïðåäåëåííûì íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå DF ⊂ X (ïðè ýòîì
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ðåøåíèÿ).

Äðóãèå ïðèìåðû âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêèõ,
ýëåêòðè÷åñêèõ è äðóãèõ ñèñòåì ìîæíî íàéòè â [11,12]. Ïðèíöèï ñêî-
ðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïðèìåíèì ê îïèñàíèþ øèðîêîãî êëàññà ôèçè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ èëè äèññè-
ïàòèâíûõ ñèë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê ñèñòåìàì, ñîâåðøàþùèì âèõðå-
âûå äâèæåíèÿ, íàïðèìåð, ê ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì, íàõîäÿùèìñÿ
ïîä äåéñòâèåì ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåí-
òà, ïî-âèäèìîìó, íå ïðèìåíèì.
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Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèíöèï íîñèò äâîéñòâåííûé õàðàêòåð:
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà, êàê ïðà-
âèëî, ñîîòâåòñòâóåò îáðàòèìûì, òîãäà êàê êîíå÷íàÿ ôîðìà � íåîá-
ðàòèìûì ïðîöåññàì. Âûáîð ìåæäó íèìè, òàê æå êàê è âûáîð öåëè è
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà öåëèêîì ëåæèò â îáëàñòè ôèçèêè. Â êàêèõ-òî
ñëó÷àÿõ ýòîò âûáîð íå îäíîçíà÷åí: íàïðèìåð, ïðîöåññ, îáðàòèìûé
íà îäíèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè ìîæåò áûòü íåîáðàòèìûì íå äðóãèõ
ìàñøòàáàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï íå ðåøàåò çà ôèçèêà âîïðîñ
î ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñèñòåìû, à ëèøü ïîìîãàåò ñóçèòü ìíîæåñòâî
âàðèàíòîâ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ è âûÿâèòü öåëåíàïðàâëåííîñòü â
ïîâåäåíèè ñèñòåìû.

Äèíàìèêà è öåëü. Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
óðàâíåíèé äèíàìèêè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì íà îñíîâå ýêñòðåìàëüíûõ
ïðèíöèïîâ õîðîøî èçâåñòåí, îí îáû÷íî íå óâÿçûâàåòñÿ â ôèçèêå ñ
ïîíÿòèåì öåëè, ïîñòàâëåííîé êàê äîñòèæåíèå ýêñòðåìóìà öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ïîäõîäîâ â ôèçèêå è èí-
æåíåðíûõ íàóêàõ, ãäå îïòèìàëüíîñòü êàê öåëü ñîçäàíèÿ èñêóññòâåí-
íîé (òåõíè÷åñêîé) ñèñòåìû îáû÷íî ñòàâèòñÿ âî ãëàâó óãëà. Â ôèçèêå
æå è â äðóãèõ åñòåñòâåííûõ íàóêàõ èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèé öåëè è
öåëåñîîáðàçíîñòè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, íàîáîðîò, ïîäâåðãàëîñü ñîìíå-
íèþ ðÿäîì ó÷åíûõ. Íàèáîëåå ÿðêî òàêèå âçãëÿäû âûðàçèë À. Ýéí-
øòåéí [13]:

¾... Äëÿ ó÷åíîãî åñòü òîëüêî �ñóùåñòâóþùåå�, íî íåò æå-
ëàþùåãî, íåò îöåíèâàþùåãî, íåò äîáðà, íåò çëà, íåò öå-
ëè¿.

Ã. Ðîçåíáðîê êðèòèêóåò ïîçèöèþ À. Ýéíøòåéíà, ïðèâîäÿ àðãóìåíòû
â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïîíÿòèå öåëè åñòåñòâåííî êàê äëÿ æèâîé, òàê è
äëÿ íåæèâîé ïðèðîäû. Îí îòìå÷àåò, ÷òî íåïðèÿòèå öåëè ÿâëÿåòñÿ
ðåàêöèåé íà êîíôëèêò XVII ñòîëåòèÿ ìåæäó öåðêîâüþ è çàðîæäà-
þùåéñÿ íàóêîé è íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Â
XX�XXI ñòîëåòèÿõ ìàøèíû, äåéñòâóþùèå öåëåíàïðàâëåííî è âî-
ïëîùàþùèå öåëè, çàëîæåííûå â íèõ ÷åëîâåêîì, ðàñïðîñòðàíèëèñü
ïîâñåìåñòíî è óæå ñòàëè ÷àñòüþ îêðóæàþùåé íàñ ñðåäû! Ýòî çà-
ñòàâëÿåò ïðèäàâàòü áîëåå ñåðüåçíîå çíà÷åíèå ïîíÿòèþ öåëè è â ôè-
çèêå êàê íàóêå î íàèáîëåå îáùèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ñèñòåì îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû: æèâûõ, íåæèâûõ è èñêóññòâåííûõ, ñîçäàííûõ ÷åëîâåêîì.
Ã. Ðîçåíáðîê ïèøåò:

¾... Æèâûå îðãàíèçìû, î÷åâèäíî, èìåþò ñâîè öåëè, è, åñ-
ëè ñóáñòðàò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ
ñîñòîèò âñå æèâîå, îïèñûâàþòñÿ êàê íå èìåþùèé öåëåé,
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òî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ìîæåò öåëü âîçíèêíóòü èç áåñ-
öåëüíîãî ñóáñòðàòà?¿

Îïèñàííûé âûøå ëîêàëüíûé ïðèíöèï ýâîëþöèè íà îñíîâå ñêî-
ðîñòíîãî ãðàäèåíòà îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå öåëè åùå â áîëüøåé ñòåïå-
íè, ÷åì èíòåãðàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå ïðèíöèïû. Ïîýòîìó â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ïîíÿòèÿ öåëè è öåëåâîé ôóíêöèè âîçíèêàþò åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì, îí ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîáíûì è ïîëåçíûì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äèíàìèêè ñèñòåì. Êñòàòè, ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî
ãðàäèåíòà ñîãëàñóåòñÿ è ñ èçâåñòíûì áèîëîãè÷åñêèì ïðèíöèïîì, ïî
êîòîðîìó îðãàíèçìû è ïîïóëÿöèè ðàçâèâàþòcÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå-
÷èòü ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò ñâîåé áèîìàññû [14].

3. Ñêîðîñòíîé ãðàäèåíò è ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïîðîæäàåò
óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåõîäíûõ (íåñòàöèîíàðíûõ) ðåæèìîâ ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ñèñòåì, ò.å. äàåò îòâåò íà âîïðîñ êàê ñèñòåìà áóäåò ýâîëþöè-
îíèðîâàòü? Ýòèì îí îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíöèïîâ ìàêñèìóìà ýíòðîïèè,
ìàêñèìóìà Ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè è äð., õàðàêòåðèçóþùèõ óñòà-
íîâèâøèåñÿ ïðîöåññû è äàþùèõ îòâåò íà âîïðîñû: êóäà? è êàê äà-

ëåêî? ÑÃ-ïðèíöèï ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè
è ñêîðîñòè çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, îöåíêè ìàêñèìàëüíî-
ãî îòêëîíåíèÿ îò ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ è ò.ä. Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü
ÑÃ-ïðèíöèï ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ 2-ì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè è ïðèíöèïîì ìàê-
ñèìóìà ýíòðîïèè Ãèááñà-Äæåéíñà [15] ýíòðîïèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ âîçðàñòàòü äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå äîñòèãíåò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ
äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè. Î÷åâèäíî, ýòî óòâåðæäåíèå äàåò
ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ò.å.
îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû ïðè t → ∞ è íå ãîâîðèò î
òîì, êàê ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòèêå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå ïðèìåíèì ÑÃ-ïðèíöèï.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç N èäåíòè÷íûõ ÷àñòèö, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî m ÿ÷åéêàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ni ÷èñëî ÷àñòèö â i-é
ÿ÷åéêå è çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

m∑
i=1

Ni = N. (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ìåæäó ÿ÷åéêà-
ìè, è íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû êàê â óñòàíîâèâøåìñÿ, òàê
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è â ïåðåõîäíîì ðåæèìå. Óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ýíòðîïèè: åñëè íè÷åãî áîëåå î ñèñòåìå íåèç-
âåñòíî, åå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå áóäåò ìàêñèìèçèðîâàòü åå ýíòðî-
ïèþ [15]. Îïðåäåëèì ýíòðîïèþ êàê ëîãàðèôì îò ÷èñëà âîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé:

S = ln
N !

N1! · · · · ·Nm!
. (7)

Åñëè äðóãèõ îãðàíè÷åíèé, êðîìå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (6) íåò, ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä N∗i = N/m. Äëÿ äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ N èñïîëüçóþò ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå Ñòèðëèíãà
Ni! ≈ (Ni/e)N . Òîãäà

S ≈ N ln
N

e
−

m∑
i=1

Ni ln
Ni
e

= N lnN −
m∑
i=1

Ni lnNi = −
m∑
i=1

Ni ln
Ni
N
,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ N ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì
îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè S = −

∑m
i=1 pi ln pi, åñëè ïîíèìàòü âåðîÿòíî-

ñòè pi êàê ÷àñòîòû Ni/N .
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåõîäíîì ðåæèìå ïðèìåíèì ÑÃ-

ïðèíöèï, âûáðàâ â êà÷åñòâå ìàêñèìèçèðóåìîé öåëåâîé ôóíêöèè
ïðèáëèæåííóþ ýíòðîïèþ S(X) = N lnN −

∑m
i=1Ni lnNi , ãäå

X = col (N1, . . . , Nm) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå âî âðåìåíè íåïðåðûâíî è ÷èñëà Ni òàê-
æå ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, ò.å. Ni íå îáÿçàòåëüíî öåëûå (äëÿ áîëüøèõ
Ni ýòî îãðàíè÷åíèå íåñóùåñòâåííî). Òîãäà èñêîìûé çàêîí äâèæåíèÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ṅi = ui, i = 1, . . . ,m, (8)

ãäå ui = ui(t), i = 1, . . . ,m � óïðàâëåíèÿ � âñïîìîãàòåëüíûå ôóíê-
öèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÑÃ-ïðèíöèïîì òðå-
áóåòñÿ âû÷èñëèòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè (7) â ñèëó ñèñòåìû
(8), çàòåì âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ýòîé ñêîðîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âåêòî-
ðó óïðàâëåíèé ui, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê çàìîðîæåííûå ïàðàìåòðû
è, íàêîíåö, îïðåäåëèòü äåéñòâèòåëüíûå óïðàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íî ïðîåêöèè ãðàäèåíòà íà ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åíèé (6). Âû÷èñëåíèå
Ṡ äàåò

Ṡ = −
m∑
i=1

(
ui lnNi +Ni

ui
Ni

)
= −

m∑
i=1

ui(lnNi + 1).

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî
∑m
i=1 ui = 0, îòêóäà Ṡ = −

∑m
i=1 ui lnNi. Âû-

÷èñëåíèå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äàåò ∂Ṡ/∂ui = − lnNi è ÑÃ-çàêîí
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äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä ui = γ(− lnNi + λ), i = 1, . . . ,m, ãäå ìíî-
æèòåëü Ëàãðàíæà λ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè-
÷åíèþ

∑m
i=1 ui = 0, ò.å. λ = 1

m

∑m
i=1 lnNi. Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèÿ

äèíàìèêè ñèñòåìû èìåþò âèä:

Ṅi =
γ

m

m∑
i=1

lnNi − γ lnNi, i = 1, . . . ,m. (9)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÑÃ-ïðèíöèïîì óðàâíåíèå (9) îïðåäåëÿåò äèíà-
ìèêó ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå. Äëÿ ïðîâåðêè íàéäåì ðàâ-
íîâåñíûé ðåæèì, âû÷èñëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðåìåííûõ
Ni. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ Ṅi = 0 è

∑m
i=1 lnNi =

m lnNi. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå Ni ðàâíû: N∗i = N/m ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ñîñòîÿíèþ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè è ñîãëàñóåòñÿ ñ òåðìîäèíàìèêîé.

Ñëåäóþùèé øàã � èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýíòðîïèéíóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà
V (X) = Smax − S(X) ≥ 0, ãäå Smax = N lnN . Âû÷èñëåíèå ïðî-
èçâîäíîé â ñèëó ñèñòåìû V̇ äàåò

V̇ = −Ṡ =
m∑
i=1

ui lnNi =
γ

m

( m∑
i=1

lnNi

)2

−m
m∑
i=1

(lnNi)2

 .
Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî V̇ (X) ≤ 0, ïðè÷åì
ðàâåíñòâî V̇ (X) = 0 äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå çíà-
÷åíèÿ Ni ðàâíû, ò.å. êîãäà ñîñòîÿíèå ìàêñèìóìà ýíòðîïèè äîñòèãíó-
òî. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí (9) îáåñïå÷èâàåò ãëîáàëüíóþ àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë çàêîíà (9) ñîñòîèò â äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà (ñêîðîñòè ðîñòà) ýíòðîïèè.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ íåñêîëüêèìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6), â êîòîðîé , êðîìå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìàññû äåéñòâóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïóñòü Ei � ýíåðãèÿ ÷à-
ñòèöû â i-é ÿ÷åéêå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E =

∑m
i=1NiEi ñîõðàíÿåòñÿ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

E =
m∑
i=1

NiEi (10)

âûñòóïàåò êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü. Âû÷èñëÿÿ ñêîðîñòíîé ãðàäè-
åíò ýíòðîïèè, ïðèõîäèì ê çàêîíó (9), êîòîðûé íóæäàåòñÿ ê ìîäèôè-
êàöèè äëÿ ñîáëþäåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (10). Â ñîîòâåò-
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ñòâèè ñ ÑÃ-ïðèíöèïîì íóæíî ñïðîåêòèðîâàòü íàïðàâëåíèå äâèæå-
íèÿ íà ïîâåðõíîñòü (â íàøåì ñëó÷àå � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
m− 2), îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè

m∑
i=1

uiEi = 0,
m∑
i=1

ui = 0. (11)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàêîí ýâîëþöèè äîëæåí èìåòü ôîðìó

ui = γ(− lnNi) + λ1Ei + λ2, i = 1, . . . ,m, (12)

ãäå λ1, λ2 îïðåäåëåíû ïîäñòàíîâêîé (12) â (11). Ïîëó÷åííûå óðàâíå-
íèÿ ëèíåéíû ïî λ1, λ2, à èõ ðåøåíèÿ äàþòñÿ ôîðìóëàìè

λ1 =
γm(

∑m
i=1Ei lnNi)− γ(

∑m
i=1Ei)(

∑m
i=1 lnNi)

m
∑m
i=1E

2
i − (

∑m
i=1Ei)2

,

λ2 = γ
m

∑m
i=1 lnNi − λ1

m

∑m
i=1Ei.

(13)

Ðåøåíèå (13) îïðåäåëåíî ïðè m
∑m
i=1E

2
i − (

∑m
i=1Ei)

2 6= 0, ÷òî íàðó-
øàåòñÿ òîëüêî åñëè âñå Ei ðàâíû (âûðîæäåííûé ñëó÷àé).

Îïðåäåëèì òî÷êó ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (8), (12) è èññëåäóåì åå
óñòîé÷èâîñòü. Â ðàâíîâåñèè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
γ(− lnNi) + λ1Ei + λ2 = 0, i = 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ni = C exp(−µEi), i = 1, . . . ,m, (14)

ãäå µ = λ1/γ è C = exp(−λ2/γ). Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (13) ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñèò îò γ.

Çíà÷åíèå C óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ íîðìèðîâêè
C = N(

∑m
i=1 exp (−µEi)). Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñèå ñèñòå-

ìû ñ ó÷åòîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ
Ãèááñà, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêîé. Ñíîâà
çàìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàêîíà (9) ñîñòîèò â äâèæåíèè â
íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà (ñêîðîñòè ðîñòà)
ýíòðîïèè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
V (X) = Smax − S(X) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû
è ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì
ðàâíîâåñèåì ñèñòåìû â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå. Ïîäñòàíîâêà λ1, λ2

èç (13) â óðàâíåíèå (12) äàåò îáùóþ ôîðìó çàêîíà ýâîëþöèè äëÿ
÷àñòîò â ôîðìå

d

dt
X(t) = γA lnX(t), (15)
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ãäå ëîãàðèôì âåêòîðà ïîíèìàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, à ñèììåòðè÷íàÿ
m×m-ìàòðèöà A îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

aij = −δij +
1
m

+ ẼiẼj , i, j = 1, . . . ,m,

ãäå δij = 1, åñëè i = j, δij = 0, åñëè i 6= j, Ẽi = Ei− 1
m

∑m
i=1Ei.Ìàòðè-

öà A çàâèñèò îò âåêòîðà ýíåðãèé Ē = (E1, . . . , Em)
T

) è âñåãäà èìååò
äâà íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
γ > 0 îïðåäåëÿåò òåìï ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà è ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì
ìîäåëè. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïîêàçûâàåò,
÷òî óðàâíåíèå (15) íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííîì òîæäåñòâàìè
(6), (10), èìååò åäèíñòâåííîå îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà.

4. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåòî-

äîì äèíàìèêè ÷àñòèö

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ñ áîëüøèì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû íà îñíîâå èçëîæåííîé âûøå ìåòîäèêè. Â
êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû âûáåðåì ñîâîêóïíîñòü âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö, èñïîëüçóþùóþñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ìåòîäîì äèíàìèêè ÷àñòèö [16]. Â äàííîì ñëó÷àå áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó è ïîäõîä, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêå. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿ-
åò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ýíòðîïèè. Êðîìå òîãî, äëÿ íåå âûïîëíÿ-
þòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò èçëîæåííîé âûøå ïîñòàíîâêå. Ðàçâè-
òûé àïïàðàò ìåòîäà äèíàìèêè ÷àñòèö ïîçâîëÿåò ëåãêî èññëåäîâàòü
ïðîèñõîäÿùèå â òàêîé ñèñòåìå ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷òî äåëàåò åå óäîáíûì îáúåêòîì
äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà (ÑÃ-ïðèíöèïà).

4.1. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåä-
ñòâîì ïàðíîãî ïîòåíöèàëà Π(r). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö èìåþò
âèä

mr̈k =
N∑
n=1

f(|rk − rn|)
|rk − rn|

(rk − rn), k = 1, 2, ..., N , (16)
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ãäå rk � ðàäèóñ-âåêòîð k-é ÷àñòèöû, m � ìàññà ÷àñòèöû, N � îá-
ùåå ÷èñëî ÷àñòèö, f(r) = −Π′(r) � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè. Äëÿ çàäàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö âûáåðåì ïîòåíöèàë
Ëåííàðäà�Äæîíñà

Π(r) = D

[(a
r

)12

− 2
(a
r

)6
]
, (17)

ãäå D � ýíåðãèÿ ñâÿçè, a � äëèíà ñâÿçè (ðàññòîÿíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà). Äàííûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-
øèì âèäîì âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîçâîëÿþùèì êà÷åñòâåííî îïèñàòü ìíî-
ãèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â òâåðäûõ òåëàõ, ïîýòîìó îí øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ îáùåòåîðåòè÷åñêîãî
õàðàêòåðà.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò êó-
áè÷åñêóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. ×àñòèöû âíóòðè îáëàñòè èçíà÷àëüíî óïîðÿäî÷åíû â ãðà-
íåöåíòðèðîâàííóþ êóáè÷åñêóþ (ÃÖÊ) ðåøåòêó. Øàã ðåøåòêè âû-
áèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííîå çíà÷åíèå îòíî-
ñèòåëüíîé ïëîòíîñòè âåùåñòâà ρ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê ïëîòíî óïàêîâàííîìó ñîñòîÿíèþ, ïðè êîòîðîì ðàññòîÿíèå
ìåæäó áëèæàéøèìè àòîìàìè ðàâíî a. Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö âûáåðåì äâà çàêîíà: øàðîâîé è ñôåðè-
÷åñêèé, äëÿ êîòîðûõ âåðøèíà âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåíà, ñîîòâåòñòâåííî, â îáúåìå øàðà èëè ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ðàäèóñà vrand.

Ââåäåì ðÿä ïàðàìåòðîâ. Æåñòêîñòü ñâÿçè C äëÿ ïîòåíöèàëà (17)
ðàâíà

C
def= Π′′(a) = 72D/a2 . (18)

Ïåðèîä T0 ìàëûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ìàññû m ïðè íàëè÷èè óïðóãîé
ñèëû ñ æåñòêîñòüþ C ðàâåí

T0
def= 2π

√
m/C. (19)

Âåëè÷èíó T0 óäîáíî áðàòü â êà÷åñòâå ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà
âðåìåíè â ñèñòåìå. Ñêîðîñòü äèññîöèàöèè (ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü,
êîòîðóþ íàäî ñîîáùèòü ÷àñòèöå, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå (17), ÷òîáû îíà ìîãëà óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü) ðàâíà

vd =

√
2D
m

. (20)
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Âåëè÷èíó vrand, èñïîëüçóåìóþ äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ â ñèñòåìå, óäîáíî ñðàâíèâàòü ñî ñêîðîñòüþ äèññîöèà-
öèè vd. Â òàáëèöå 4.1. ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Òàáëèöà 1

Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà

Ïàðàìåòð Ñèìâîë Çíà÷åíèå

×èñëî ÷àñòèö N 500÷ 256 000
Îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ρ 0.125
Óäåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K0 5.8D
Ðàäèóñ îáðåçàíèÿ ïîòåíöèàëà acut 2.1 a
Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t 0.01T0

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàñ÷åòà tmax 8T0

Íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö ÃÖÊ ðåøåòêà
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷åñêèå

Èñïîëüçóåìîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè âåùåñòâà
ρ = 0.125 = 2−3 ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè êîòîðîé â äâà ðàçà óâåëè÷åíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíî óïà-
êîâàííûì ñîñòîÿíèåì. Ðàäèóñ îáðåçàíèÿ ïîòåíöèàëà acut ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïîä óäåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
K0 ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòå-
ìû ê îáùåìó ÷èñëó ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îíà ðàâíà
óäåëüíîé òåïëîâîé ýíåðãèè, òàê êàê â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îòñóò-
ñòâóþò òåïëîâûå ñìåùåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âîçíèêàåò âêëàäà
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Ñïðàâåäëèâî ïðîñòîå ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó ýíåðãèÿìè è ñêîðîñòÿìè

K0

D
= κ

v2
rand

v2
d

, (21)

ãäå κ = 1 äëÿ ñôåðè÷åñêîãî è κ = 3/5 äëÿ øàðîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòåé.

4.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Íà÷àëüíûé ýòàï ðàñ÷åòà êîíôèãóðàöèè, ñîäåðæàùåé 36 000 ÷à-
ñòèö, ïîêàçàí íà ðèñ. 1a, ãäå èçîáðàæåíà èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ,
èìåþùàÿ ïðàâèëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ (ÃÖÊ) ñòðóêòóðó. Îäíàêî
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a) b) .

Ðèñ. 1. Õàîòèçàöèÿ ïîëîæåíèé ÷àñòèö: a) t = 0; b) t = 0.4 T0.

óæå ÷åðåç 0.4T0 ïîðÿäîê â ïîëîæåíèè ÷àñòèö íàðóøàåòñÿ, è â äàëü-
íåéøåì èõ ðàñïîëîæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü õàîòè÷åñêèì (ðèñ. 1b). Ñî-
ãëàñíî òàáëèöå 4.1., ïëîòíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ÷àñòèö ñîñòàâëÿåò 12.5% îò ïëîòíîé óïàêîâêè. Êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ K0 = 5.8D çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò
ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ D, ïîýòîìó âåùåñòâî íàõîäèòñÿ â ãàçîîá-
ðàçíîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ çàäàíèÿ ìàñøòàáà ýíåðãèè ââåäåì âåëè÷èíó

Kmax
def=

5
3
K0, (22)

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ìàêñèìàëüíóþ íà÷àëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ÷àñòèöû ïðè øàðîâîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãèñòîãðàììû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèö (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ êâàäðàòà èõ
ñêîðîñòè). Ãèñòîãðàììû ïîëó÷åíû ïðè ðàñ÷åòå êîíôèãóðàöèè, ñî-
äåðæàùåé 256 000 ÷àñòèö. Ãèñòîãðàììà ðèñ. 2a ñîîòâåòñòâóåò øàðî-
âîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïî ãî-
ðèçîíòàëè îòëîæåíà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â åäèíèöàõ Kmax/20. Ïî
âåðòèêàëè � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ∆N/∆K â åäèíèöàõ N/Kmax.
Êðèâàÿ, îãèáàþùàÿ ãèñòîãðàììó íà ðèñ. 2a � ñîîòâåòñòâóåò êâàä-
ðàòíîìó êîðíþ, ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàâíîìåðíîãî â øàðå ðàñïðå-
äåëåíèÿ:

P (K) =
v3

v3
rand

=
K3/2

K
3/2
max

⇒ p(K) = P ′(K) =
3

2K3/2
max

√
K, (23)
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a) b) .

K [Kmax/20] K [Kmax/20]

Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö: a) t = 0, b) t = 8 T0.

ãäå P (K) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, p(K) �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Îòíîøåíèå êóáîâ ñêîðî-
ñòåé â ôîðìóëå (23) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åíî èç îòíî-
øåíèÿ îáúåìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ øàðîâ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé.
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, óñòàíî-
âèâøàÿñÿ ïðè t = 8T0. Ïîëó÷åííàÿ ãèñòîãðàììà êà÷åñòâåííî ñî-
îòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà ïî êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè

pM (K) = 2

√
K

πk3T 3
exp

(
− K

kT

)
, (24)

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà. Ïîëàãàÿ, ÷òî
óäåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìå-
íè 〈K〉 = 3

2kT , ïåðåïèøåì ýòó ôîðìóëó â âèäå

pM (K) = 3

√
3K

2π〈K〉3
exp

(
− 3K

2〈K〉

)
, (25)

Òàê êàê â ñèëó îòíîñèòåëüíî íèçêîé ïëîòíîñòè êîíôèãóðàöèè òîëü-
êî íåçíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïåðåõîäèò â ïîòåí-
öèàëüíóþ, ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü 〈K〉 = K0.

Îáëàñòü ýíåðãèé ðàçáèòà íà òðè èíòåðâàëà:

I1 =
[
0, 1

3Kmax

)
, I2 =

[
1
3Kmax,

2
3Kmax

)
, I3 =

[
2
3Kmax,+∞

)
, (26)

îòëè÷àþùèõñÿ íà ðèñ. 2 ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ çà÷åðíåíèÿ.
Ãðàôèê íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå âî âðåìåíè Ni � êîëè-

÷åñòâ ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë Ii, i = 1, 2, 3. Çíà÷åíèÿ íà
ãðàôèêå ïîêàçàíû â ïðîöåíòàõ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîìó ÷èñëó ÷à-
ñòèö N . Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïðè t = 8T0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 3: Äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî èíòåðâàëàì ïðè øàðîâîì
íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé.

âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò
íà÷àëüíîãî. Âåëè÷èíû Ni ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

N1 +N2 +N3 = N, (27)

ãäå N � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö, îñòàþùååñÿ íåèçìåííûì. Ñîîòíîøåíèå
(27) çàäàåò ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ N1, N2, N3 (ñì.
ðèñ. 4), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ââåäåì

Ðèñ. 4: Óêàçàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü X, Y â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
N1, N2, N3.
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íà íåé êîîðäèíàòû

X =
1√
2

(N2 −N1), Y =
1√
6

(2N3 −N2 −N1). (28)

Òîãäà èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû áóäåò îòâå÷àòü ïåðåìåùåíèå
èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè � ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ

Ðèñ. 5: Äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ïðè øàðîâîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö.

X è Y íà ãðàôèêå ïîêàçàíû â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè ê îáùåìó
÷èñëó ÷àñòèö N . Ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ñîñåäíèìè ìàðêåðàìè íà êðè-
âîé ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë âðåìåíè 0.1T0. Äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé
òî÷êè âíà÷àëå ïðîèñõîäèò áûñòðî ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäíîìó ïðîöåññó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Çàòåì äâèæåíèå çàìåäëÿåòñÿ è ïðèíèìàåò ïðÿìîëèíåéíûé õàðàêòåð,
çàêàí÷èâàÿñü â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ñêîðîñòåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñôåðè÷åñêîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-
ñòåé. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äåëüòà-ôóíêöèþ δ(vrand). Çíà÷åíèå vrand âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ, ÷òîáû óäåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áûëà òàêàÿ æå, êàê
â ñëó÷àå øàðîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî îíà äîëæíà ñîñòàâëÿòü√

3/5 îò çíà÷åíèÿ vrand ïðè øàðîâîì ðàñïðåäåëåíèè. Äèíàìèêà èç-
ìåíåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðè 0 ≤ t ≤ 8T0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.
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Îòìåòèì, ÷òî ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð Kmax, êàê è â ñëó÷àå øàðîâî-

a) b) .

K [Kmax/20]
K [Kmax/20]

Ðèñ. 6: Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: a) 0 ≤ t ≤ 8T0, b)
0.8T0 ≤ t ≤ 8T0.

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (22), ÷òî ïîçâîëÿåò îáà
ñëó÷àÿ ïðèâåñòè ê îäíîìó ìàñøòàáó. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî äèíà-
ìèêà ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà äâà
ýòàïà: áûñòðîå óìåíüøåíèå ìàêñèìóìà ïðè 0 ≤ t ≤ T0 (ðèñ. 6a) è
çíà÷èòåëüíî áîëåå ìåäëåííîå ñìåùåíèå ìàêñèìóìà ïðè T0 ≤ t ≤ 8T0

â îáëàñòü ìåíüøèõ ñêîðîñòåé (ðèñ. 6b). Ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè èäåíòè÷íà òàêîâîé ïðè øàðîâîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè, è äîñòèãàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî çà òî æå âðåìÿ 8T0. Äèíàìèêà
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî èíòåðâàëàì Ik (26) ïîêàçàíà íà ðèñ. 7, à

Ðèñ. 7: Äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî èíòåðâàëàì ïðè ñôåðè-
÷åñêîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé.

ïåðåìåùåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè � íà
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ðèñ. 8. Èç ñðàâíåíèÿ ãðàôèêîâ ðèñ. 5 è ðèñ. 8b âèäíî, ÷òî äëÿ äâóõ

a) b) .

Ðèñ. 8: Äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ïðè ñôåðè÷åñêîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö: a) 0 ≤ t ≤ 8T0,
b) 1.3T0 ≤ t ≤ 8T0.

ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé � øàðîâîãî è ñôåðè÷åñêîãî,
êàê ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, òàê è íàïðàâëåíèå ïîäõîäà ê íåìó îêà-
çûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

5. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåòî-

äîì ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà

Ïðèìåíèì òåïåðü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ýíòðîïèéíûé ÑÃ-ïðèíöèï. Ïóñòü m = 3, ò.å. ÷àñòèöû, âõî-
äÿùèå â ñèñòåìó ìîãóò íàõîäèòüñÿ â òðåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿõ
(ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ, ÿ÷åéêàõ), ñ ýíåðãèÿìè E1 = 0.34, E2 =
0.83, E3 = 1.4, ñîîòâåòñòâóþùèì ñðåäíèì ýíåðãèÿì â èíòåðâàëàõ Ii,
i = 1, 2, 3 äëÿ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñì. ðèñ.ðèñ. 2.
Ïóñòü Ni(t), t ≥ 0 � ÷èñëî ÷àñòèö â i-ì ñîñòîÿíèè, i = 1, 2, 3, ïðè÷åì
ýâîëþöèÿ ÷èñåë Ni(t) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ìàññû (÷èñ-
ëà ÷àñòèö) (6) è ýíåðãèè (10). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìó-
ìà ýíòðîïèè ñèñòåìà äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê ñîñòîÿíèþ (N∗1 , N

∗
2 , N

∗
3 ),

îáëàäàþùåìó íàèáîëüøåé ýíòðîïèåé ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé (6) è (10). Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïðîíîðìèðóåì ÷èñëà
Ni(t) íà îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö N = N1(t) +N2(t) +N3(t) òàê, ÷òî Ni(t)
áóäåò èìåòü ñìûñë äîëè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà ýíåðãåòè÷åñêîì
óðîâíå Ei. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(t) = N1(t)E1 +N2(t)E2 +N3(t)E3 ïîë-
íóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó N = 1, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîâïàäàåò
ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó Ē(t) = E(t)/N.

343



Çàäàäèì ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö:
N1(0) = 0.367;N2(0) = 0.023;N3(0) = 0.61 òàê, ÷òîáû ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ ñèñòåìû E ðàâíÿëàñü åäèíèöå. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ (15) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñòðå-
ìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó ñîñòîÿíèþ N∗1 = 0.213;N∗2 = 0.309;N∗3 = 0.478,
ñì. ðèñ.9,à.

Ïåðåõîäÿ ê ¾óêàçàòåëüíîé¿ ïëîñêîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî X(t) →
X∗, Y (t) → Y ∗ ïðè t → ∞, ãäå X∗ = −0.068, Y ∗ = 0.1767.
Êàê âèäíî èç ðèñ.9,b, òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà ïðÿìîé ñ óãëîì íàêëî-
íà K = ∆Y/∆X ≈ 0.52. Ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ýêñïîíåíöèàëüíà, ÷òî ñëåäóåò è èç àíàëèòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé.

0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
a)

 t
−0.1 0 0.1 0.2

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
b)

 X

 Y

Ðèñ. 9: à). Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé: N1(t) � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, N2(t)
� ïóíêòèðíàÿ,N3(t) � øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ. b). Äèíàìèêà êîîðäèíàò
íà óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

6. Àíàëèç è îáñóæäåíèå

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ÷èñëå ÷àñòèö
N = 256 000. Ðàñ÷åòû ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå ÷àñòèö ïîêàçàëè, ÷òî
ãëàäêîñòü ãðàôèêîâ óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷àñòèö, îä-
íàêî îñíîâíûå òåíäåíöèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Ïîäûòîæèì ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñîãëàñíî
ïðîâåäåííûì ðàñ÷åòàì, áûñòðûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ñîïðîâîæ-
äàþùèåñÿ ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðî-
èñõîäÿò ïðè t < T0. Äàëåå ïðîèñõîäèò ìåäëåííàÿ òðàíñôîðìàöèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðàêòè÷åñêè çàâåðøàþùååñÿ ïðè t = 4T0.
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Îêîí÷àòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò Ìàêñâåë-
ëîâñêîìó è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî. Ïåðåìåùåíèå èçîáðàæàþùåé
òî÷êè â óêàçàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî îïèñàòü èçìåíå-
íèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè t > T0 òðàåêòîðèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðÿìîëèíåéíîé, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðî-
ãíîçîì íà îñíîâå ýíòðîïèéíîãî ÑÃ-ïðèíöèïà.

Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ íà îñíîâå ýí-
òðîïèéíîãî ÑÃ-ïðèíöèïà äëÿ òðåõ ÿ÷ååê ýíåðãèè, ïîêàçûâàåò, ÷òî
îñíîâíûå òåíäåíöèè îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ñèñòåìà âûõîäèò
íà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, íå çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ; ïîñëå çàâåðøåíèÿ áûñòðûõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ñòðåìëåíèå ê
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ íà èçîáðàæàþùåé ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò
ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàð-
íîãî ñîñòîÿíèÿ (ïîìå÷åíû çâåçäî÷êàìè) äàíû â òàáë. 1.

Ìåòîä N∗1 N∗2 N∗3 X∗ Y ∗ ∆Y/∆X
ÑÃ-ïðèíöèï 0.213 0.309 0.478 -0.068 0.1767 0.52
Äèíàìèêè
÷àñòèö 0.33 0.29 0.38 -0.024 0.055 0.67÷0.78

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè

Âåëè÷èíû N∗i äàíû â îòíîøåíèè ê îáùåìó ÷èñëó ÷àñòèö N . Èç
òàáëèöû âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ N∗i , ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ìåòîäàìè,
îêàçûâàþòñÿ áëèçêè. Íåçíà÷èòåëüíûå ðàñõîæäåíèÿ ñâÿçàíû, âèäè-
ìî, ñî ñïîñîáîì óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè, êîòî-
ðîå îñóùåñòâëÿëîñü âûáîðîì ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé Ei ïðè ðàñ÷åòå
íà îñíîâå ýíòðîïèéíîãî ÑÃ-ïðèíöèïà. Âåëè÷èíû X∗, Y ∗ áîëåå ÷óâ-
ñòâèòåëüíû ê óêàçàííûì ðàñõîæäåíèÿì, òàê êàê îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ðàçíîñòè çíà÷åíèé N∗i , îäíàêî áëèçîñòü çíà÷åíèé X∗, Y ∗ ê íóëþ â
îáîèõ ñëó÷àÿõ óêàçûâàåò íà ñîãëàñèå ìåæäó ïîäõîäàìè. Ðàçëè÷èå
â çíà÷åíèè óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà ∆Y/∆X ñîñòàâëÿåò 20% − 30%.
Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå çíà÷åíèÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ïîëó÷åííûå
ìåòîäîì ÷àñòèö, îòâå÷àþò ñôåðè÷åñêîìó è øàðîâîìó íà÷àëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî. Èõ ðàçëè÷èå íåâåëèêî è
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëü-
òàòû àíàëèçà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû ïîêàçàëè õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèçà ñèñòåìû
íèçêîãî ïîðÿäêà è âûâîäàìè ïðåäëàãàåìîé òåîðèè. Ýòî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ïîëåçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äëÿ
êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà äèíàìèêè ïðîöåññîâ â ìåòîäå ÷àñòèö.

345



7. Çàêëþ÷åíèå

Ýêñòðåìàëüíûé ïðèíöèï ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì
òåðìîäèíàìèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â òî âðåìÿ êàê êëàññè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà âîïðîñ ¾Êóäà èäåò ñèñòå-
ìà?¿, ÑÃ-ïðèíöèï îòâå÷àåò íà âîïðîñû ¾Êàê îíà äâèæåòñÿ è êàê îíà
äîñòèãàåò óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ?¿. ÑÃ-ïðèíöèï ïðåäëàãàåò çà-
êîíû, ïîòåíöèàëüíûå ïî îòíîøåíèþ ê ñêîðîñòè ðîñòà (ïðîèçâîäñòâó)
íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòà èäåÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òàêæå
ê âû÷èñëåíèþ íåðàâíîâåñíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è èçó÷åíèþ
ýâîëþöèè âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñèñòåìû [17], îïèñàíèþ ìåäëåííûõ
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â âèáðàöèîííîé ìåõàíèêå è ò.ä. Åñëè â êà÷å-
ñòâå öåëåâîé ôóíêöèè âûñòóïàåò ýíòðîïèÿ ñèñòåìû, òî ÑÃ-ïðèíöèï
äîïîëíÿåò ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè Ãèááñà-Äæåéíñà è ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü íàïðàâëåíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû ïðè ïðèáëèæåíèè ê
ñîñòîÿíèþ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè. Ýòî íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà (ñêîðîñòè ðîñòà) ýíòðîïèè, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè Öèãëå-
ðà [18,19]. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óæ ïðèðîäà ñòðåìèòñÿ ê íàèáîëåå
íåîïðåäåëåííîìó ñîñòîÿíèþ, òî âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî äåëàåò îíà
ýòî ñ íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ýíòðîïèþ òðàêòîâàòü êàê ìåðó íåîïðåäåëåí-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òî åå ïðîèçâîäñòâî åñòü íå ÷òî èíîå êàê
èíôîðìàöèÿ, ãåíåðèðóåìàÿ ñèñòåìîé, èëè (ñ îáðàòíûì çíàêîì) èí-
ôîðìàöèÿ î ñèñòåìå, ïîñòóïàþùàÿ íàáëþäàòåëþ. Ýòî çàìå÷àíèå äà-
åò ïèùó äëÿ íîâûõ èíòåðïðåòàöèé ÑÃ-ïðèíöèïà.

Ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýêñïåðè-
ìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ÑÃ-ïðèíöèïà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � äåìîí-
ñòðàöèÿ âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàòü ñ åãî ïîìîùüþ äèíàìèêó ïðî-
öåññîâ â ìåòîäå ÷àñòèö.

Àâòîðû ïîëüçóþòñÿ ñëó÷àåì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Èëüå Èçðà-
èëåâè÷ó Áëåõìàíó çà ïîñòîÿííóþ ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå
ê èõ ðàáîòàì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áëåõìàí È.È., Ìûøêèñ À.Ä., Ïàíîâêî ß. Ã. Ìåõàíèêà è ïðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà / Ëîãèêà è îñîáåííîñòè ïðèëîæåíèé ìàòå-
ìàòèêè. - Ì.: Íàóêà, 1983.

2. Áëåõìàí È.È. Âèáðàöèîííàÿ ìåõàíèêà. - Ì.: Íàóêà, 1994.

346



3. Áëåõìàí È.È. Çàãàäêè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: íà ãðà-
íèöå ìåõàíèêè, ôèëîñîôèè è òåîëîãèè. // Âåñòíèê íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. 2008 �3 (7), www.vntr.ru.

4. Áåëëìàí Ð., Äðåéôóñ C. Ïðèêëàäíûå ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1965.

5. Ìèðîíîâà Â.À., Àìåëüêèí Ñ.À., Öèðëèí À.Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû òåðìîäèíàìèêè ïðè êîíå÷íîì âðåìåíè. Ì.: Õèìèÿ, 2000.
384 ñ.

6. Rosenbrock H.H. A stochastic variational principle for quantum
mechanics // Phys. Lett. A. 1986. V. 110. P. 343�346.

7. Rosenbrock H.H. Doing quantum mechanics with control theory //
IEEE Trans. Aut.Contr. 2000. V. AC-45, �1, P. 73�77.

8. Ëàíöîø Ê. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìåõàíèêè. Ì.: Ôèçìàòëèò,
1965.

9. Ïëàíê Ì. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ // Åäèíñòâî ôèçè÷å-
ñêîé êàðòèíû ìèðà. Ì.: Íàóêà, 1966.

10. Ôðàäêîâ À.Ë. Ñõåìà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà è åå ïðèìåíåíèÿ â
çàäà÷àõ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ//Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.
1979. � 9. Ñ. 90-101.

11. Ôðàäêîâ À.Ë. Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ. Ì.:
Íàóêà, 1990. 292 ñ.

12. Ôðàäêîâ À.Ë. Êèáåðíåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ïðèíöèïû è ïðèìåðû.
ÑÏá: Íàóêà, 2003. 208 ñ.

13. Einstein A. Out of my later years. N.Y.: Thames and Hudson. 1950.
P. 114.

14. Ñâèðåæåâ Þ.Ì., Ëîãîôåò Ä.Î. Óñòîé÷èâîñòü áèîëîãè÷åñêèõ
ñîîáùåñòâ. Ì.: Íàóêà. 1978. 352 ñ.

15. Jaynes, E. T. Information Theory and Statistical Mechanics, I, II
// Phys. Rev. 1957, 106 , 620

16. Êðèâöîâ A.M. Äåôîðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå òâåðäûõ òåë ñ
ìèêðîñòðóêòóðîé. Ì.: Ôèçìàòëèò. 2007. 304 ñ.

347



17. Khantuleva T. A. Internal control in nonequilibrium transport. //
Proc. Intern. Conf. on Physics and Control, St.Petersburg. 2005, P.
41.

18. Öèãëåð Ã. Ýêñòðåìàëüíûå ïðèíöèïû òåðìîäèíàìèêè íåîáðàòè-
ìûõ ïðîöåññîâ è ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Ìèð, 1966. 134
ñ.

19. Ìàðòþøåâ Ë.Ì., Ñåëåçíåâ Â.Ä. Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ïðî-
èçâîäñòâà ýíòðîïèè â ôèçèêå è ñìåæíûõ îáëàñòÿõ. Åêàòåðèí-
áóðã: ÓÃÒÓ-ÓÏÈ, 2006.

348



ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÎÄÅËÅÉ ÄËß ÐÅØÅÍÈß �ÍÅÐÅØÀÅÌÛÕ�

ÇÀÄÀ×

Ï. Ñ. Ëàíäà1, À. Ñ. Ãèíåâñêèé2

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò

èì. Í.Å. Æóêîâñêîãî, Ìîñêîâñêèé ôèëèàë ∗

Àííîòàöèÿ

Íà äâóõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ îñíîâíîå ÿâëåíèå, ïðîèñõîäÿ-
ùåå â èññëåäóåìîé ñèñòåìå, íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ìîäåëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè (â îáùåì ñëó÷àå, íå èçîìîðôíûìè èñõîä-
íûì óðàâíåíèÿì), ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ìåõàíèçì èíòåðåñóþ-
ùèõ íàñ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ è çàïèñàòü ðåøàåìóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòîò ïîäõîä îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Òàêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå íàçâàíî "ïîñòðîåíèåì ìîäåëè ÿâëåíèÿ".

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáùèì ïðèíöèïàì ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷-
íûõ ñèñòåì âî ìíîãîì ïîñâÿùåíà êíèãà [1]. Â íåé ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå âèäû ìîäåëèðîâàíèÿ: ãåîìåòðè÷åñêîå, ôèçè÷åñêîå, àíà-
ëîãîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå è èìèòàöèîííîå. Ïðè ýòîì óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî �ó íèõ îáùàÿ îñíîâà � èçîìîðôèçì�1. Â êíèãå [2] òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé. Â íåé äàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: �îáúåêò a′ ÿâëÿåòñÿ ìî-
äåëüþ îáúåêòà a..., åñëè a′ ñòðîèòñÿ (èëè âûáèðàåòñÿ) äëÿ èìèòàöèè
a ïî ýòèì õàðàêòåðèñòèêàì.� Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ãîðàç-
äî áîëåå îáùåå, ÷åì ïåðâîå. Ñ íèì ñëåäóåò ñîãëàñèòüñÿ, åñëè òåðìèí

∗ c© Ï.Ñ. Ëàíäà, À.Ñ. Ãèíåâñêèé, 2009 ã.
1Äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïðåäåëåíèå èçîìîðôèçìà äàåòñÿ â êíèãå [1].
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