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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ ÑÊÎÐÎÑÒÍÎÃÎ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ
Â ÇÀÄÀ×Å ÎÁ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ ÂÛÁÐÎÑÎÌ

ÈÇ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ßÌÛ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âûáðîñà ÷àñòèöû èç ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû íà ïðèìåðå íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ òðåíèåì. Äîêàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà [1], â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè îí
íå ãàðàíòèðóåò âûáðîñ ÷àñòèöû èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, òî ýòî íåâîçìîæíî
è ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ. Èññëåäóþòñÿ íåëèíåéíûå
îñöèëëÿòîðû Äóôôèíãà è Ãåëüìãîëüöà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è îòðè-
öàòåëüíîé æåñòêîñòüþ. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòðîèòñÿ êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ
ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà äâå ÷àñòè: ÷àñòü, ãäå âûáðîñ îñóùåñòâèì,
è ÷àñòü, ãäå îí íåîñóùåñòâèì. Ïîëó÷åíà îöåíêà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé
ê ðàçäåëÿþùåé êðèâîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

1. Ââåäåíèå. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè, ñâÿçàííûìè ñ ïðîáëåìîé ïîäàâëå-
íèÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìå [2], èìååòñÿ áîëüøîé êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ êàê
ïðàâèëî, âîçíèêàþò âîïðîñû ïîääåðæàíèÿ êîëåáàíèé íà çàäàííîì ýíåð-
ãåòè÷åñêîì óðîâíå, âîïðîñû ðàñêà÷èâàåìîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äî òðåáóåìîãî èëè æå âîïðîñû âûáðîñà èç ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìû (äàëåå � âûáðîñ). Òàêèå ïîñòàíîâêè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè
ðàçðàáîòêå âèáðàöèîííûõ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ, ðàáî÷èé îðãàí êîòîðûõ ñî-
âåðøàåò âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîå èëè âîçâðàòíî-âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
[3,4], ãåíåðàòîðîâ ýëåêòðè÷åñêèõ èëè àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ò.ä.

Çàäà÷à ðàñêà÷èâàåìîñòè ñèñòåìû äî çàäàííîãî óðîâíÿ îáû÷íî ôîðìóëè-
ðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â íîâîå ñîñòîÿíèå. Â ÷àñòíîñòè, â òåõíèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìû èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äðóãîå. Íè-
æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î âûáðîñå ñèñòåìû èç ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû (èëè î ïðåîäîëåíèè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà). Îíà ìîæåò ñëóæèòü êàê
â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ýòàïà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïåðåâîäà ñèñòåìû èç
îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äðóãîå, òàê è â êà÷åñòâå âàæíîé ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé çàäà÷è, âîçíèêàþùåé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ òåõíèêè (ïðîùåëêèâàíèå
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ìåìáðàí è îáîëî÷åê, îïðîêèäûâàíèå ñóäîâ è ò.ä.) [5,6]. ×àñòî ïåðåõîä ÷å-
ðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó ïåðåõîäó â ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìå.

Â îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà ñ êóáè÷åñêèì ïî êî-
îðäèíàòå ÷ëåíîì äëÿ îïèñàíèÿ æåñòêîñòè ïðóæèíû, âñòðå÷àþùåãîñÿ âî
ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñèñòå-
ìà ñ îòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé æåñòêîñòüþ. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò
âèä

ϕ̈ + ρϕ̇ + Π′(ϕ) = u, |u| ≤ γ (1.1)

ãäå ïîòåíöèàëîì ñëóæèò ïîòåíöèàë Äóôôèíãà

Π(ϕ) = −ϕ2/2 + ϕ4/4

à íà óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð íàêëàäûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîå îãðàíè÷åíèå
(ñì. ôèã. 1). Äèññèïàöèÿ è ñîïðîòèâëåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû ó÷èòûâà-
åòñÿ ëèíåéíûì ÷ëåíîì ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ ρ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà γ,
õàðàêòåðèçóþùàÿ îãðàíè÷åííîñòü âîçìóùåíèÿ, è êîýôôèöèåíò ρ ñ÷èòà-
þòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, òàêèìè, ÷òî êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ âîçìîæíóþ
ìîäåëü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé êîíñîëè â íåîäíîðîäíîì ïîëå äâóõ ïîñòî-
ÿííûõ ìàãíèòîâ. Íà ôèã. 2 èçîáðàæåíà ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè
[7]: òîíêàÿ ñòàëüíàÿ áàëêà çàæàòà â æåñòêîì êîðïóñå ñ çàêðåïëåííûìè íà
íåì ìàãíèòàìè Ml è Mr. Èõ ïðèòÿæåíèå ïðåîäîëåâàþò óïðóãèå ñèëû, êîòî-
ðûå ñàìè ïî ñåáå óäåðæèâàëè áû áàëêó â ïðÿìîëèíåéíîì ñîñòîÿíèè. Áûëî
ïîêàçàíî [7], ÷òî óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó áàëêè èëè ïëàñòèíû
ïðè ó÷åòå ëèøü îäíîé ìîäû êîëåáàíèé, ÷òî îïðàâäàííî â ñëó÷àå äîñòàòî÷-
íî òîíêîé è äëèííîé áàëêè, à òàêæå ìîùíûõ ìàãíèòîâ (òîãäà íàáëþäàå-
ìûå êîëåáàíèÿ â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé ìîäå). Ðîëü óïðàâëåíèÿ
â äàííîì ñëó÷àå èãðàåò âîçáóæäàþùàÿ ñèëà.

Áûëî ïðîâåäåíî [8] ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ â çàäà-
÷å ïðèâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (1.1) èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ â äðóãîå. Ñòàâèëñÿ âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
γ è ρ, ïðè êîòîðûõ äàííûé ïåðåõîä îñóùåñòâèì, èëè, èíûìè ñëîâàìè, îñó-
ùåñòâèì âûáðîñ èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èññëåäî-
âàíèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà óïðàâëåíèÿ
u = γ sign ϕ̇ ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì, ÷åì èñïîëüçîâàíèå ãàðìî-
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íè÷åñêîãî çàêîíà âîçäåéñòâèÿ: u = γ sin ωt. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ρ = 0.25
âûáðîñ íåèçáåæåí, åñëè γ > 0.212, ω ≈ 1.07, òîãäà êàê ïðè γ < 0.212 è
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âûáðîñà íå ïðîèñõîäèò. Â
òî æå âðåìÿ âîçäåéñòâèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïðèâîäèò ê âûáðîñó èç ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìû ïðè ìåíüøèõ àìïëèòóäàõ. Íàïðèìåð, ïðè òîì æå çíà÷åíèè
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ρ = 0.25 îöåíêà êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äàëà âåëè-
÷èíó γ ≈ 0.1767. ×èñëåííîå æå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî âûáðîñ èç
ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæåí è ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòó-
äû âîçäåéñòâèÿ γ ≈ 0.1225.

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû: íàñêîëüêî ãðà-
äèåíòûé ìåòîä óïðàâëåíèÿ (ìåòîä óïðàâëåíèÿ ïî ñêîðîñòíîìó ãðàäèåíòó)
ñîãëàñóåòñÿ ñ îïòèìàëüíûì â öåëîì, à èìåííî, âîçìîæåí ëè âûáðîñ èç ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû ïðè ìåíüøèõ àìïëèòóäàõ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ èíîé ìåòîä
óïðàâëåíèÿ? Âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó íà ïàðàìåòðû çà-
äà÷è, ïðè êîòîðûõ âûáðîñ èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ïðîèñõîäèò? Îòâåòó íà
ýòè âîïðîñû ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ñèñòåìà (1.1) áûëà ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Íàïðè-
ìåð, îíà èçó÷àëàñü [9,10] ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è òåî-
ðèè áèôóðêàöèé â óñëîâèÿõ ãàðìîíè÷åñêîãî èëè ïîñòîÿííîãî çàêîíà âîç-
áóæäåíèÿ, ïðè÷åì óïðàâëåíèå ïî îáðàòíîé ñâÿçè íå ðàññìàòðèâàëîñü. Ïðî-
âîäèëîñü [8] áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå íà îñíîâå ìåòîäà ñêîðîñòíîãî
ãðàäèåíòà (ÑÃ-ìåòîäà), óêàçûâàëàñü åãî ëîêàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü [11], à î
ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ãîâîðèëîñü, êàê î íåðåøåííîé ïðîáëåìå. Â äàí-
íîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì, ò.å. åñëè îí íå ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèÿ
öåëè óïðàâëåíèÿ, òî ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü è ïðè ëþáîì äðóãîì àëãîðèò-
ìå óïðàâëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíè-
òåëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ïðîâîäèòñÿ óòî÷íåíèå ãðàíèö îáëàñòè â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé âûáðîñ ìîæåò áûòü îñóùåñòâèì.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè èññëåäîâàëàñü òàêæå â
äðóãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Ðàññìàòðèâàëàñü [13] çàäà÷à âîçáóæ-
äåíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà äî ýíåðãèè òðåáóåìîãî óðîâíÿ, ê êîòîðîé
ìîæåò áûòü ñâåäåíà çàäà÷à î âûáðîñå. Îäíàêî ãëîáàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü
ÑÃ-ìåòîäà äîêàçûâàëàñü [13] ïóòåì ÿâíîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
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[14]. Ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê
îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà èëè ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê.

2. Ìåòîä ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà. Â îñíîâó ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷
ïîëîæåí ìåòîä óïðàâëåíèÿ ïî ñêîðîñòíîìó óïðàâëåíèþ [8], ñóùåñòâåííîñòü
êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ
ñèñòåìó

ẋ = F (x, u, t), u ∈ U

Ïóñòü öåëü óïðàâëåíèÿ u � äîñòèæåíèå ðàâåíñòâà

lim
t→∞

Q(x(t), t) = 0

ãäå Q(x, t) � ãëàäêàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà
âû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Q̇ = ω(x, u, t) � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âå-
ëè÷èíû Q̄(t) = Q(x(t), t) â ñèëó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ω(x, u, t) = ∂Q(x, t)/∂t + [∇xQ(x, t)]TF (x, u, t)

Çàòåì íàõîäèòñÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè ω(x, u, t) ïî âõîäíûì ïåðåìåííûì �
óïðàâëåíèþ u:

∇uω(x, u, t) = [∂ω/∂u]T = [∂F/∂u]T∇xQ(x, t)

è çàäàåòñÿ àëãîðèòì èçìåíåíèÿ u(t) ëèáî ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

du/dt = −Γ∇uω(x, u, t)

ãäå Γ = ΓT > 0 � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ëèáî
� êîíå÷íûì ñîîòíîøåíèåì âèäà

u(t) = −γ sign∇uω(x, u, t)

â ñëó÷àå ðåëåéíûõ îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà óïðàâëåíèÿ. Äàííûé àë-
ãîðèòì ïðèíÿòî íàçûâàòü àëãîðèòìîì ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà, ïîñêîëüêó
â íåì èçìåíåíèå óïðàâëåíèÿ u(t) ïðîèñõîäèò ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ Q̄(t).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîçáóæäåíèÿ ìàÿòíèêà

ϕ̈ + sin ϕ = u, |u| ≤ γ

4



äî çàäàííîãî óðîâíÿ ýíåðãèè H∗, â êîòîðîé öåëåâóþ ôóíêöèþ óäîáíî âû-
áðàòü â âèäå

Q(x) = (H0(ϕ, ψ)−H∗)2/2

Çäåñü H0(ϕ, ψ) � ãàìèëüòîíèàí íåâîçìóùåííîé çàäà÷è (u = 0), ψ = ϕ̇.
Òîãäà ñîîòíîøåíèå ÑÃ-ìåòîäà ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå

u = −γ sign((H0 −H∗)ϕ̇)

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî H0 < H∗, òî ýòîò çàêîí ñâîäèòñÿ ê ðåëåéíîìó
ìåòîäó óïðàâëåíèÿ ïî ñêîðîñòè

u = γ sign ϕ̇ (2.1)

3. Èññëåäîâàíèå îñíîâíîé çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñè-
ñòåìà (1.1) ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé îáùåãî âèäà Π: R → R. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíî-
âåñèÿ: (ϕ0, 0), îïðåäåëÿåìîì óñëîâèåì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà: Π′(ϕ0) = 0,
Π′′(ϕ0) > 0. Êàæäîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ñâîþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ, åå ïðèíÿòî ñòðîèòü äëÿ ñëó÷àÿ íåäèññè-
ïàòèâíûõ íåóïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (ρ = 0, u = 0); ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà
ó÷àñòêàìè ñåïàðàòðèñ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûáðîñ âîçìîæåí, åñëè ñóùå-
ñòâóåò óïðàâëåíèå u(t), òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ φ(t)
ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè è â äàëüíåéøåì íà-
õîäèòñÿ âíå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè (ϕ0, 0). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ íå ñîäåðæèò äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èëè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì âûáðîñ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ëþáûõ
íåíóëåâûõ îãðàíè÷åíèÿõ óïðàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå äèññèïàöèè ýòî âîçìîæíî
íå âñåãäà, íàïðèìåð, ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ρ è ñêîëü óãîäíî
ìàëûõ γ âûáðîñ íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ρ 6= 0
ñóùåñòâóåò òàêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå γ∗, ÷òî ïðè γ > γ∗ âûáðîñ âîç-
ìîæåí, à ïðè γ < γ∗ òî÷êà áóäåò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî, êàêîé áû àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ
íè ïðèìåíÿëñÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à î âûáðîñå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ñâîåé èãðîé êà-
÷åñòâà ñ îäíèì èãðîêîì. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ìåòîäèêå [15] äëÿ åå ðåøå-
íèÿ íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ çàäà÷ó ñòåïåíè. Â êà-
÷åñòâå ïîäîáíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
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îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì, à èìåííî, çà-
äà÷à ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû (1.1) íà ãðàíèöó (òåðìèíàëüíîãî) ìíîæåñòâà
Ω = {(ϕ, ψ): ϕ − ϕ1 = 0} ñ íåêîòîðûì òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì, êîí-
êðåòíûé âèä êîòîðîãî íåñóùåñòâåí. Çäåñü ϕ1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé
ñåïàðàòðèñû. Ïðèâåäåíèå ôàçîâîé òî÷êè íà ãðàíèöó îáëàñòè Ω âîçìîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçìîæåí âûáðîñ.

Ãàìèëüòîíèàí âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H(ϕ, ψ, p, q, u) = pψ + q(−Π′(ϕ)− ρψ + u)

ãäå ψ = ϕ̇, à p è q � ïàðà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ̇ = ψ, ψ̇ = −Π′(ϕ)− ρψ + u, ṗ = q Π′′(ϕ), q̇ = −p + ρ q (3.1)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ãàìèëüòîíèàíà

u = arg max
|u|≤γ

H(ϕ, ψ, p, q, u) = γ sign q (3.2)

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.1). Îíè çàïèñûâà-
þòñÿ êàê ϕ(0) = ϕ0, ψ(0) = 0, à äâà îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç
óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Ω.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà îáùåãî âèäà (1.1) ñ íà÷àëüíûì ïîëî-

æåíèåì â òî÷êå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ϕ0, 0): Π′(ϕ0) = 0, Π′′(ϕ0) > 0.
Ïóñòü îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè (ϕ0, 0) íå ñîäåðæèò äðóãèõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ èëè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ è γ

óïðàâëÿåìûé âûáðîñ âîçìîæåí, åñëè è òîëüêî åñëè îí âîçìîæåí ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ðåëåéíîãî ìåòîäà óïðàâëåíèÿ âèäà (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðîñ èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû âîç-
ìîæåí, ò.å. âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì
(3.2) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì óïðàâëåíèÿ â (2.1), ò.å. sign q = sign ψ. Òàê êàê
ñèñòåìà àâòîíîìíà, òî âåðíî óñëîâèå òîæäåñòâåííîãî îáðàùåíèÿ â íóëü
ãàìèëüòîíèàíà çàäà÷è âäîëü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè

H(ϕ(t), ψ(t), p(t), q(t), u(t)) ≡ 0
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èëè, îïóñêàÿ àðãóìåíò t â äàííîì âûðàæåíèè è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (3.1),
åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

H(ϕ, ψ, p, q) = pϕ̇ + qψ̇ = (ρq − q̇)ψ + qψ̇ = 0 (3.3)

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû âðåìåíè, êîãäà óïðàâëåíèå ïîñòîÿííî è ïðèíè-
ìàåò îäíî èç êðàéíèõ çíà÷åíèé +γ èëè −γ. Òîãäà âñå âõîäÿùèå â âûðàæå-
íèå ôóíêöèè âðåìåíè ãëàäêèå. Ïîäåëèâ âûðàæåíèå (3.3) íà ïðîèçâåäåíèå
qψ, ïîëó÷èì

q̇

q
− ψ̇

ψ
= ρ ⇒ d

dt
ln

q

ψ
= ρ

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî q(t) = Cψ(t)eρt, ãäå C ïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå ôèê-
ñèðîâàííîå çíà÷åíèå òîëüêî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ u. Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íóëè îáåèõ
ôóíêöèé q(t) è ψ(t) ñîâïàäàþò.

Çàìåòèì, ÷òî â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ψ(t) ïðå-
òåðïåâàåò ðàçðûâ, îäíàêî ôóíêöèÿ q(t), êàê è åå ïðîèçâîäíàÿ, îñòàþòñÿ
íåïðåðûâíûìè íà âñåì èíòåðâàëå äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà, çàïèñûâàÿ
âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé q

q̇ = ρq + Cψ̇eρt

ïîëó÷àåì, ÷òî â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t = τ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-
ñòâî

C+ψ̇+ − C−ψ̇− = 0; ψ̇± = −Π′(ϕ(τ))± γ

ãäå C+, C− � çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé C íà ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ñ
óïðàâëåíèåì u = γ, u = −γ. Òîãäà

C+ = C− [Π′(ϕ(τ)) + γ]
/

[Π′(ϕ(τ))− γ] (3.4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà îòäåëüíî âçÿòîì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ
sign ϕ̇ = ± sign q.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà A+ ñ êîîðäèíàòàìè (ϕ+
0 , 0): −Π′(ϕ+

0 )+ γ = 0 (òî÷êà
A− ñ êîîðäèíàòàìè (ϕ−0 , 0): −Π′(ϕ−0 )− γ = 0) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé òèïà
ôîêóñ äëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîì u = γ (u = −γ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ, ïðèâîäÿùóþ äâèæåíèå
èç òî÷êè (ϕ0, 0) íà ãðàíèöó òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω. Ïóñòü íà ïåðâîì
èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ èìååì u = −γ. Òîãäà òðàåêòîðèÿ äâè-
æåíèÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå (ϕ0, 0) ïîéäåò â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü: ψ(t) < 0
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ïðè ìàëûõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, óïðàâëåíèå íà ïåðâîì èíòåðâàëå ñîîòâåòñòâó-
åò çàêîíó (2.1). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûáîð u(0) = γ íà ïåðâîì
èíòåðâàëå ïðèâîäèò ê òàêîìó æå çàêîíó óïðàâëåíèÿ, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ òðàåêòîðèè ñ îñüþ àáñöèññ ïåðåñåêàþòñÿ âíå îòðåçêà [A−, A+], áëà-
ãîäàðÿ îòìå÷åííîìó âûøå ñâîéñòâó ôàçîâîãî ïîðòðåòà. Ýòî îáåñïå÷èâàåò
ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â ôîðìóëå (3.4), à ñëåäîâàòåëü-
íî, è ïîëîæèòåëüíîñòü ïîñòîÿííîé C íà âñåì èíòåðâàëå äâèæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðàññìîòðåíû äâå îïòèìàëüíûå
òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå ñî çíà÷åíèåì u = ±γ. Ýòè òðàåêòîðèè ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçíûì ýêñòðåìóìàì òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà, ïðè÷åì ëþáàÿ
èç íèõ ïðèâîäèò ê âûáðîñó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è âûáðîñà äîñòàòî÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü ëèøü ìåòîä óïðàâëåíèÿ ïî ñêîðîñòíîìó ãðàäèåíòó âèäà (2.1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âîçìîæíîñòè âûáðîñà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
îñóùåñòâèìîñòü âûáðîñà ñ ïîìîùüþ ÑÃ-ìåòîäà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ïîòîêå φt : R2 → R2

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ̈ + ρϕ + Π′(ϕ) = γ sign ϕ̇

Áàçîé (ñå÷åíèåì) îòîáðàæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü îòðåçîê

Σ = {(ϕ, ψ) : ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1, ψ = 0}
ãäå ϕ0 � òî÷êà óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (äíî ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû), à ϕ1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåïàðàòðèñ, ñì. ôèã. 3. Òîãäà
ñàìî îòîáðàæåíèå P : Σ → Σ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

P (ϕ̄) = π φT (ϕ̄, 0), ϕ̄ ∈ Σ (1)

ãäå π � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé àðãóìåíò, à T � âðåìÿ âîçâðàòà ñèñòåìû íà
áàçó Σ.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íà îòðåçêå [ϕ0, ϕ1] íå ñîäåðæèòñÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (3.5), òî ïðèâåäåíèå ñèñòåìû èç íà÷àëüíîé òî÷êè
(ϕ0, 0) â êîíå÷íóþ ñ ϕ = ϕ1 (ϕ̇ > 0) âîçìîæíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, à èìåííî: íà îòðåçêå [ϕ0, ϕ1]
èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà: P (ϕ∗) = ϕ∗. Ôèã. 4
èëëþñòðèðóåò äàííóþ ñèòóàöèþ. Äâèæåíèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåå (äèñ-
êðåòíîìó) îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå ñ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì ϕ(0) = ϕ0,
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ïîêàçàíî øòðèõîâîé ëèíèåé. Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðåâîä ñèñòåìû èç
íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ ñ ϕ = ϕ1 íåâîçìîæåí è äâèæåíèå çàêàí÷èâà-
åòñÿ ïðè ϕ = ϕ∗.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî óïðàâ-
ëÿåìîãî âûáðîñà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëå-
íèþ ïî ñêîðîñòíîìó ãðàäèåíòó (2.1), ïðèâîäèò åå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
(ϕ0, 0) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñ ϕ = ϕ1, ϕ̇ > 0, è îñóùåñòâëÿåò âûáðîñ èç ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû â ñìûñëå òåîðåìû 1, ò.å. ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó. Òîãäà íà
îòðåçêå [ϕ0, ϕ1] íå ñîäåðæèòñÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,
ñå÷åíèåì êîòîðîãî áóäåò îòðåçîê Σ.

Òàêèì îáðàçîì, âûøå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà óïðàâëå-
íèÿ (2.1) íå ãàðàíòèðóåò âûáðîñ, òî âûáðîñ íå ïðîèçîéäåò è ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ëþáîãî äðóãîãî àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ. Òåîðåìà 2 äàåò íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ âûáðîñ îñóùåñòâèì.

3. Àíàëèç çàäà÷è íà ïðèìåðå îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà. Ïóñòü
ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà â âèäå

Π(ϕ) = −ϕ2/2 + ϕ4/4

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ϕ0 =
−1. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Ω ðàññìîòðèì ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü ϕ ≥ 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåíèå òî÷êè íà åå ãðàíèöó ãàðàíòèðóåò âûáðîñ èç ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû.

×èñëåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ρ = 0.25 è γ = 0.125
âûáðîñ âîçìîæåí. Òðàåêòîðèÿ òàêîãî âûáðîñà ïîêàçàíà íà ôèã. 5à. Çàôèê-
ñèðóåì òåïåðü çíà÷åíèå ρ è áóäåì óìåíüøàòü âåëè÷èíó γ. Òîãäà ïðè íåêîòî-
ðîì (êðèòè÷åñêîì) çíà÷åíèè γ∗ âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé öèêë è ìíîæåñòâî
Ω ñòàíîâèòñÿ íåäîñòèæèìûì, ñì. ôèã. 5á. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ
íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà îòðåçêå [−1, 0].

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ êðèâóþ ρ = f(γ) â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ρ, γ). Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà
òðåíèÿ ρ âûáðîñ âîçìîæåí ïðè ëþáûõ γ > γ∗ è íåâîçìîæåí ïðè γ ≤ γ∗,
γ∗ = f−1(ρ). Çäåñü f−1(ρ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê f(γ). Äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà Äóôôèíãà êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíà òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ñì. ôèã. 6. Îäíàêî ìîæíî àíàëèòè-
÷åñêè ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ýòîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò,
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äëÿ íåãî çàïèøåì óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà äëÿ ñèñòåìû (1.1) â
ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ÑÃ-ìåòîäîì. Åñëè ýòî óðàâíåíèå ñíà÷àëà óìíîæèòü íà
ϕ̇, à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî ïîëó÷èì

V (t) = V (0) +

∫ t

0
(ρϕ̇2 − γ|ϕ̇|) dt (4.1)

ãäå V (t) = ϕ̇2/2 + Π(ϕ) � ýíåðãèÿ ñèñòåìû.
Êðèòè÷åñêîé ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà

ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ T . Òàêèì îáðàçîì, V (T ) = V (0), è ðàâåíñòâî (4.1)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∫ T

0
(ρϕ̇2 − γ|ϕ̇|) dt = 0 (4.2)

Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé ρ, γ äâèæåíèå ñèñòåìû (1.1)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕ(t) = ϕh(t) + ρϕ1(t) + γϕ2(t) + o(ρ2 + γ2)

ãäå (ϕh(t), ϕ̇h(t)) � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (ρ = γ =
0) ñ ýíåðãèåé h. Ó÷èòûâàÿ â ðàâåíñòâå (4.2) ëèøü ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïî ρ è γ, ïîëó÷èì

∫ T

0
(ρϕ̇2

h − γ|ϕ̇h|) dt = 0

Îòñþäà îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

α(h) =
γ

ρ
=

(∫ T

0
|ϕ̇h| dt

)−1 ∫ T

0
ϕ̇2

h dt (4.3)

ïîêàçûâàþùóþ ïðè êàêîì îòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ρ è γ âîçìîæíî
óäåðæàíèå ñèñòåìû íà çàäàííîì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå h ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèé, âíîñèìûõ â ñèñòåìó.

Êàê îòìå÷àëîñü [16], äàííûé ïîäõîä áûë ðàçâèò Êèðõãîôîì â 1850 ã.
è ïðèìåíåí ê çàäà÷àì óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè Áðàéàíîì (1891 ã.) è Ñ.Ï.
Òèìîøåíêî (1906 ã.). Îí áûë èñïîëüçîâàí [17] â ôîðìå "ýíåðãåòè÷åñêîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà" ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ñèñòåìû
� ïðèáëèæåííî ãàðìîíè÷åñêèé.
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Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó ñîîòíîøåíèþ (4.3) òî÷íûå óðàâíåíèÿ ïåðèî-
äè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû Äóôôèíãà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî
îíè èìåþò âèä

ϕk(t) =

√
2 dn(tk, k)√

2− k2
, ϕ̇k(t) = −

√
2k2 sn(tk, k) cn(tk, k)√

2− k2
; tk =

t√
2− k2

(4.4)
è ñîäåðæàò ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè (ñì. íàïðèìåð, [18, 19]), àìïëè-
òóäà êîòîðûõ k ∈ (0, 1), ñâÿçàíà ñ ýíåðãèåé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèåì

h(k) = − 1− k2

(2− k2)2

Ñëó÷àé k = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � äíó ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû, k = 1 � ñëó÷àþ äâèæåíèÿ ïî ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòå,
ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (−1, 0).

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïåðèîä îáðàùåíèÿ çà-
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

T (k) = 2K(k)
√

2− k2

ãäå K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (4.4) â ðàâåíñòâî (4.3), ïîëó÷àåì

α(k) =
k4

√
2(2− k2)3/2(1−√1− k2)

∫ T (k)

0
sn2(tk, k) cn2(tk, k) dt

Ãðàôèê ôóíêöèè α(h) (ôèã. 7) ïîêàçûâàåò, ïðè êàêîì íàèìåíüøåì îò-
íîøåíèè çàïàñà ïî óïðàâëåíèþ γh ê êîýôôèöèåíòó òðåíèÿ ρ âîçìîæíî
ïîääåðæàíèå ýíåðãèè ñèñòåìû íà îäíîì è òîì æå óðîâíå h. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñëó÷àå γ > γh âîçìîæåí ïåðåõîä íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü
ýíåðãèè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êðèòè÷åñêîé ñèòóàöèè (ρ, γ∗), îáñóæäàâ-
øåéñÿ âûøå, ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ìàêñèìóìà íà ïîñòðîåííîì ãðàôèêå:
α∗ = γ∗/ρ = max

h
α(h), ñì. ôèã. 8. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå α∗ îêàçàëîñü

ðàâíûì 0.494 ïðè h∗ = −0.0119 (èëè k∗ = 0.988). Òàêèì îáðàçîì, êàñà-
òåëüíàÿ ê êðèòè÷åñêîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
γ∗ = α∗ρ, îíà ïîêàçàíà íà ôèã. 7 øòðèõîâîé ëèíèåé. Ðåçóëüòàò òî÷íî-
ãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, ïðîâåäåííîãî â ñèñòåìå MatLab, ïîêàçàí ñïëîøíîé
êðèâîé.
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Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà Ãåëüì-
ãîëüöà

Π(ϕ) = −ϕ2/2 + ϕ3/3

Çäåñü ïîä âûáðîñîì ïîíèìàåòñÿ âûâåäåíèå òî÷êè èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ(0) = 1, ϕ̇(0) = 0. Êðèòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ â ýòîì ñëó÷àå ïîõîæà íà êðèâóþ â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà Äóôôèíãà, îäíà-
êî íàêëîí êàñàòåëüíîé, âûõîäÿùåé èç íóëÿ, ìåíüøå è çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé
α∗ = 0.413, íàéäåííîé ÷èñëåííî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (04-01-00610, 05-08-50226, 05-01-00869).
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