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© 2005 ã. Ì. Ñ. ÀÍÀÍÜÅÂÑÊÈÉ,(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã),À. Ë. Ô�ÀÄÊÎÂ, ä-ð òåõí. íàóê(Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÌÈ ÂÊÎÍÅ×ÍÎÓ�ÎÂÍÅÂÛÕ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ1Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ñèíòåçó àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìû-ìè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì íà îñíîâå ìåòîäà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà. Ïî-êàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òèïà íåâûðîæäåííîñòè öåëü óïðàâëåíèÿäîñòèãàåòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå è öåëåâîå çíà÷åíèå íàõîäÿòñÿ â îäíîì ýíåðãåòè-÷åñêîì ñëîå. Ïîêàçàíî ÷òî ïîãðåøíîñòü äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïðîïîð-öèîíàëüíà ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ïîãðåøíîñòèðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòûäëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðåäèññîöèàöèåé ìîëåêóëû �òîðâîäîðîäà (HF). Ïðåä-ëîæåííûå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ ïðîñòîòîé ïîñòðîåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÇàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè ìèêðîìèðà, â òîì ÷èñëå óïðàâëåíèÿ äâèæåíè-åì àòîìîâ è ìîëåêóë, èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ. Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî è âîïðîñàìóïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ìîäåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îäíàêî äî ïîñëåäíèõ ëåò âîç-ìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ èññëåäîâàëèñü ÷èñòî òåîðåòè÷åñêè [1�6℄. �ëàâíûìè òðóäíî-ñòÿìè ïðè óïðàâëåíèè ïðîöåññàìè íà àòîìíî-ìîëåêóëÿðíîì óðîâíå ÿâëÿþòñÿ ìàëûåïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ è áîëüøàÿ ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿïðîöåññîâ â íèõ. �àçìåðû ìîëåêóë õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ (ìîíîìåðîâ) èìåþò ïîðÿäîêíàíîìåòðîâ (1 íì= 10−9 ì ), à õàðàêòåðíûå âðåìåíà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé àòîìîââ ìîëåêóëå èìåþò ïîðÿäîê �åìòîñåêóíä (1 �ñ= 10−15 ñ). Ñîçäàíèå ïðèáîðîâ äëÿèçìåðåíèÿ è óïðàâëåíèÿ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ñëîæíåéøóþ íàó÷íî-òåõíè÷åñêóþ ïðîáëåìó. Òåõíè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåéäëÿ óïðàâëåíèÿ ñòîëü áûñòðî ïðîòåêàþùèìè ïðîöåññàìè äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íåñóùåñòâîâàëî.Ïîëîæåíèå èçìåíèëîñü â êîíöå 1980-õ ãã. ñ ïîÿâëåíèåì ñâåðõáûñòðîäåéñòâóþùèõ,�åìòîñåêóíäíûõ ëàçåðîâ, ãåíåðèðóþùèõ èìïóëüñû äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà äåñÿò-êîâ, à â íàñòîÿùåå âðåìÿ è åäèíèö �åìòîñåêóíä, à òàêæå ñïîñîáîâ êîìïüþòåðíîãîóïðàâëåíèÿ �îðìîé ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ. Âîçíèêëî íîâîå íàïðàâëåíèå â õèìèè ��åìòîõèìèÿ, çà óñïåõè â êîòîðîì â 1999 ã. áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿïî õèìèè À. Çèâàéëþ [7℄. Ñ ðàçâèòèåì äðóãèõ ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ �åìòîñåêóíä-íûõ ëàçåðîâ âîçíèê òåðìèí ��åìòîñåêóíäíûå òåõíîëîãèè�, èëè ��åìòîòåõíîëîãèè�.1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-âàíèé (02-01-00765), íàó÷íîé ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � 19 (ïðîåêò 1.4) è Êîíêóðñíîãî öåíòðà�óíäàìåíòàëüíîãî åñòåñòâîçíàíèÿ (Ì04-2.1Ä-185). 63



Ôåìòîòåõíîëîãèè èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñåëåêòèâíîé äèñ-ñîöèàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ ðàçîðâàòü îïðåäåëåííûå ìîëåêóëÿðíûå ñâÿçè, ïî âîçìîæ-íîñòè íå âëèÿÿ íà îñòàëüíûå.Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê óïðàâëåíèþ ìîëåêóëÿðíûìè ñèñòåìàìè.Â ïîäõîäå Ï. Áðþìåðà è Ì. Øàïèðî [8℄ óïðàâëåíèå îñíîâàíî íà èíòåð�åðåíöèèäâóõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè, àìïëèòóäàìè è �àçàìè (ñõåìàíàêà÷êè-ãàøåíèÿ). Ä. Òàííîð è Ñ. �àéñ [9℄ ïðåäëîæèëè äâóõèìïóëüñíûå ñõåìûíàêà÷êè-ãàøåíèÿ âî âðåìåíí�îé îáëàñòè. Äëÿ îïòèìèçàöèè èìïóëüñîâ âïîñëåäñòâèèáûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè íà îñíîâå ìåòîäàÂ.Ô. Êðîòîâà [10℄. Õ. �àáèö ñ ñîàâòîðàìè [11�14℄ èññëåäîâàëè ðàçëè÷íûå âàðèàí-òû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè êëàññè÷åñêîì è êâàíòîâîì îïèñàíèè äèíàìèêèìîëåêóëÿðíîãî äâèæåíèÿ. Â [12℄ áûëà âûäâèíóòà èäåÿ ðåàëèçàöèè àäàïòèâíîãî ëà-çåðíîãî óïðàâëåíèÿ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ïîèñêîâîé îï-òèìèçàöèè (ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ), ðåàëèçóåìîñòü êîòîðîé âïîñëåäñòâèè áûëàïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàìè [15�17℄.Îäíà èç ïðîñòåéøèõ çàäà÷ ýòîãî êëàññà � çàäà÷à î äèññîöèàöèè äâóõàòîìíîéìîëåêóëû [18�21℄. Â òî æå âðåìÿ ýòà çàäà÷à òèïè÷íà, íà íåé óäîáíî ñðàâíèâàòüäîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Â [18℄ ÷èñëåííî áûëè èññëåäîâàíûâîçìîæíîñòè äèññîöèàöèè ìîëåêóëû �òîðèñòîãî âîäîðîäà (HF) ïðè âîçäåéñòâèèïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåãîñÿ ïîëÿ (ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ). Àíà-ëîãè÷íûì ìåòîäîì â [19℄ áûëà èññëåäîâàíà äèññîöèàöèÿ äâóõ÷àñòîòíûì (áèõðî-ìàòè÷åñêèì) âîçäåéñòâèåì è ïîêàçàíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü äèññîöèèðóþùåãî ïîëÿìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ñíèæåíà. Â [20℄ ïîëó÷åíà îöåíêà èíòåíñèâíîñòè äèññîöè-èðóþùåãî ïîëÿ ïóòåì ÷èðïèðîâàíèÿ � ðàâíîìåðíîãî èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âíåøíåãîâîçäåéñòâèÿ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî ñíèæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ,òðåáóåìîé äëÿ äèññîöèàöèè.Íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ óïðàâëåíèÿ ìîëåêóëÿðíûìè ñèñòåìàìè âîçíèêàþò ïðèíåïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè. �ëàâíûå ïðîáëåìû ïðè ýòîì �èçìåðåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ðåàëèçàöèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ íà ïðîìå-æóòêàõ âðåìåíè, ñðàâíèìûõ ñ ïåðèîäîì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû. Â ðà-áîòàõ [13�14, 21℄ è äðóãèõ ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-íîé ñâÿçüþ, â òîì ÷èñëå àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îáùåé èõ îñîáåííî-ñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñèíòåçà óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ êàê�óíêöèè âðåìåíè ïî çàäàííîé ìîäåëè ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû. Â âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòàõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íóæíûå ñèãíàëû èçìåðÿþòñÿ, à ñèíòåçèðî-âàííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ñãåíå-ðèðîâàí óïðàâëÿþùèé ñèãíàë êàê �óíêöèÿ âðåìåíè, à åãî ðåàëèçàöèÿ íà îáúåêòåâûïîëíÿåòñÿ óæå áåç èçìåðåíèé è áåç îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþòàêîãî ïîäõîäà ìåøàåò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî íåîïðåäåëåííîñòåé: íåòî÷íî èçâåñòíîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïîñòðîåííàÿ óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ íåòî÷íî âû÷èñ-ëÿåòñÿ è ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Íàêîíåö, ñàìà ìîäåëü ìîëåêóëû íåòî÷íà,ïîñêîëüêó íåòî÷íî èçâåñòíû åå ïàðàìåòðû, äà è âûáîð ìåæäó êëàññè÷åñêèì è êâàí-òîâûì îïèñàíèåì ÷àñòî âûçûâàåò äèñêóññèè.Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè ñòðå-ìèòåëüíî âîçðàñòàåò. Ïî äàííûì æóðíàëà Ñàéåíñ Ñàéòýéøí Èíäåêñ (Siene Cita-tion Index), â íà÷àëå XXI â. ïî ýòîé òåìàòèêå ïóáëèêîâàëîñü áîëåå 500 ñòàòåé â ãîäâ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ. Î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè ïðîáëåìû ìîæíî ñóäèòüïî ñòàòüÿì, ïðåäñòàâëåííûì â ñáîðíèêå ïåðåâîäîâ [22℄, à òàêæå â ñáîðíèêå [23℄.Îäíèì èç âàæíûõ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ñîçäàíèþ êâàíòîâûõ êîì-ïüþòåðîâ [24℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ êëàññà çàäà÷ óïðàâëå-íèÿ êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè � çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìûìè, êîòîðûå ñ ìàòåìà-òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîäõîä îñíîâàí64



íà ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà [25℄, âïåðâûå ïðèìåíÿåìîì íèæå ê çàäà÷àì óïðàâ-ëåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. �àññìîòðåí ñëó÷àé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâ-íåíèÿìè Øðåäèíãåðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïðèìåíè-ìîñòè ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ. Ý��åêòèâíîñòü ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íàçàäà÷å î äèññîöèàöèè äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû. Òàêæå â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðàáîòî-ñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ â çàäàíèè íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ïðè ïîãðåøíîñòÿõ ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.Ïîëó÷àåìûå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ ðîáàñòíîñòüþ, ïîñêîëüêó íå çàâèñÿò îò �îð-ìû ïîòåíöèàëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îíè ïîçâîëÿþò äîñòèãàòü äèñ-ñîöèàöèè ïðè ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòè óïðàâëÿþùåãî ïîëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èðïèðî-âàíèåì è áîëåå ïðîñòû äëÿ ñèíòåçà è ðàñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñèíòåç àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿÏóñòü äèíàìèêà îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà ñ óïðàâëåíèåì [22℄:
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−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, uk � âåùåñòâåííîçíà÷-íûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè óïðàâëåíèÿ, Hk � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñëàãàåìûå â ïîë-íîì ãàìèëüòîíèàíå ñèñòåìû. Îïåðàòîðû Hk äëÿ k = 0, . . . , r ïðåäïîëàãàþòñÿ ñàìî-ñîïðÿæåííûìè. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ñ�åðà

n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn. Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ öåëü óïðàâëåíèÿ(ÖÓ): òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêèå �óíêöèè uk(Ψ), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñòðåìëå-íèå çàäàííîé íàáëþäàåìîé Z ê ñâîåìó öåëåâîìó çíà÷åíèþ Zg(ÖÓ) ∀Ψ(t0) : lim
t→+∞

Ψ(t)∗ZΨ(t) = Zg,(2)ãäå �∗� îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Îáû÷íî òåðìèí �íà-áëþäàåìàÿ Z� îáîçíà÷àåò îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèéíåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ýíåðãèè). Â ðåçóëüòàòå òåõ èëè èíûõèçìåðåíèé, êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèåíàáëþäàåìîé. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à Ψ(t)∗ZΨ(t) èìååò ñìûñë åå ñðåäíåãî çíà-÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t.Äëÿ ñèíòåçà àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ñêîðîñòíîãî ãðàäè-åíòà â êîíå÷íîé �îðìå [25℄. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì öåëåâóþ �óíêöèþ
V (Ψ) = (Ψ∗ZΨ − Zg)

2.(3)Ñîãëàñíî ìåòîäó ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå
u(Ψ) = −γ∇uV̇ (Ψ).(4)Çäåñü γ > 0 � êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ, ∇u îçíà÷àåò âçÿòèå ãðàäèåíòà ïî âåêòîðó

u = (u1, . . . , ur), à òî÷êà � ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåìû (1). Òàêîé âûáîð�óíêöèè óïðàâëåíèÿ ãàðàíòèðóåò íåâîçðàñòàíèå öåëåâîé �óíêöèè âäîëü òðàåêòî-ðèé ñèñòåìû [25℄. Ïîñêîëüêó ñòðåìëåíèå öåëåâîé �óíêöèè ê íóëþ ýêâèâàëåíòíîâûïîëíåíèþ öåëè óïðàâëåíèÿ (2), ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, òàêîéàëãîðèòì ìîæåò îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå öåëè.3 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 5 65



Èç (1), (3), (4) âûòåêàåò
uk(Ψ) = −γ∇uk

{
2(Ψ∗ZΨ − Zg)(Ψ̇

∗ZΨ + Ψ∗ZΨ̇)
}

=

= −γ∇uk

{
2i

~
(Ψ∗ZΨ − Zg)Ψ

∗

[
H0Z − ZH0 +

r∑

k=1

uk(HkZ − ZHk)

]
Ψ

}
.Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (k = 1, . . . , r)

uk(Ψ) = −γ
2i

~
(Ψ∗ZΨ − Zg)(Ψ

∗[H0Z − ZH0 + (HkZ − ZHk)]Ψ).(5)Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìûìè (5) ïî îáðàòíîé ñâÿçè ïî-ëó÷åí ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìî-äåëè. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì (5) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ óïðàâ-ëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè.3. Èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿÎñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Òå î ð åì à 1. Ïóñòü îïåðàòîð Z êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì H0 è ïóñòü îïå-ðàòîðû Hk, k = 0, . . . , r, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
A1. zk − zm 6= 0, k 6= m, k, m = 1, n, ãäå zk � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþñîáñòâåííûå ÷èñëà íàáëþäàåìîé Z;
A2. ïóñòü λk, k = 1, n, � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ñîáñòâåííûå ÷èñëà H0,òîãäà (λk − λm) 6= (λr − λs), (k, m) 6= (r, s), k, m, r, s = 1, n;
A3. äëÿ ëþáîé ïàðû (k, m) ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð l∈{1, . . . , r}, ÷òî hkHlhm 6=

6= 0, ãäå ÷åðåç hk, k = 1, n, îáîçíà÷åíû ñîáñòâåííûå âåêòîðà H0 åäèíè÷íîé äëèíû.Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Ψ0, òàêîãî ÷òî zk < Ψ∗

0ZΨ0 < zk+1, ãäå
zk < Zg < zk+1, àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (5) ðåøàåò çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ (2) íàáëþäàå-ìîé Z ñèñòåìû (1).Ç àì å ÷ à í è å 1. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû è åå äîêàçàòåëüñòâî íå èçìåíÿòñÿ, åñ-ëè â êà÷åñòâå àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàòü u = −F (∇uV̇ (t)), ãäå �óíêöèÿ
F (x) � íåïðåðûâíà, F (x) = 0 ⇐⇒ x = 0, F (x)x > 0.Ç àì å ÷ à í è å 2. Ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå íåïðåðûâíî, à �àçîâîå ïðîñòðàíñòâîêîìïàêòíî, òî ïóòåì âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ γ äîñòè-æåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî óïðàâëÿþùåãîâîçäåéñòâèÿ.Ç àì å ÷ à í è å 3. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ íå äîêàçàíî, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè â ðàññìàò-ðèâàåìûõ ìîäåëÿõ âñÿêèé ðàç íàáëþäàëîñü ñòðåìëåíèå íàáëþäàåìîé ê öåëåâîìóçíà÷åíèþ, ðàçóìååòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõâûñòóïàëè ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Ç àì å ÷ à í è å 4. Óñëîâèå A1 îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷íûì ÷èñòûì ñîñòîÿíèÿì ñî-îòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé Z. Óñëîâèå A2 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿðàçíûõ ïàð ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòîòû ïåðåõîäà ìåæäó íèìè òîæå ðàçëè÷íû. Óñëî-âèå A3 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âåðî-ÿòíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó íèìè ïðè ëþáîì (íåíóëåâîì) óïðàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì,óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå â òåîðåìå, íå ÿâëÿþòñÿ î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíûìè äëÿ çàäà÷óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìûìè ìîëåêóë. Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ðàçäåëå 6ìîäåëè ìîëåêóëû �òîðâîäîðîäà (HF) îíè âûïîëíåíû.66



Ñîãëàñíî ñõåìå èçëîæåííîé âî ââåäåíèè, äëÿ ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçó-åòñÿ óïðàâëåíèå â âèäå �óíêöèè âðåìåíè, ðàññ÷èòàííîé ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãîìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàíòîâîé ñèñòåìû. Èññëåäóåì ïîâåäåíèåñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè íà÷àëüíîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ è ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå èçâåñòíî íå òî÷íî, à ïðèáëèæåííî: â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ψ0 = Ψ∗ + δΨ, ãäå Ψ0 � äåé-ñòâèòåëüíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå, Ψ∗ � ðàñ÷åòíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå, δΨ � íåâÿçêàìåæäó äåéñòâèòåëüíûì è ïðåäïîëàãàåìûì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òàêæå ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå ðåàëèçîâàíî ñ îøèáêîé: u(t) = u∗(t) + δu(t). Çäåñü u(t) �ðåàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå, u∗(t) � ðàñ÷åòíîå óïðàâëåíèå, à δu(t) � íåâÿçêà ìåæ-äó ðåàëèçîâàííûì è ðàññ÷èòàííûì óïðàâëåíèÿìè. Ïóñòü Ψ(t, Ψ0, u(t)) îáîçíà÷àåòðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ0 è óïðàâëåíèåì u(t). Ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïðè çà-äàííûõ íåâÿçêàõ.Òå î ð åì à 2. Äëÿ ëþáîãî âðåìåíè t, ïðè ïîãðåøíîñòÿõ â çàäàíèè íà÷àëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ è íåòî÷íîñòÿõ â ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, èìååò ìå-ñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìîé îò ðàññ÷èòàííîãî çíà÷åíèÿ
|Ψ(t, Ψ0, u(t))∗ZΨ(t, Ψ0, u(t)) − Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))

∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t))| ≤(6)
≤ (2|δΨ| + |δΨ|2 + 2∆(t) + ∆2(t))‖Z‖,

∆(t) =
1

~

r∑

k=1

‖Hk‖
t∫

0

|δuk(t)|dt,(7)ãäå ïîä | · | ïîíèìàåòñÿ ýðìèòîâà íîðìà âåêòîðà â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, àïîä ‖ · ‖ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà.Ç àì å ÷ à í è å 5. Åñëè +∞∫

0

|δu(t)|dt < +∞, òî ìîæíî â �îðìóëå (6) çàìåíèòü ∆(t)íà ∆ =
1

~

r∑
k=1

‖Hk‖
+∞∫

0

|δuk(t)|dt.Òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé, äîêàçàòåëü-ñòâî êîòîðûõ ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Ëåììà 1. Ïóñòü δu(t) ≡ 0, ò.å. óïðàâëåíèå ðåàëèçîâàíî áåç ïîãðåøíîñòåé.Òîãäà äëÿ ëþáîãî t èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ ðåàëèçîâàííîãîçíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé îò ðàññ÷èòàííîãî çíà÷åíèÿ
|Ψ(t, Ψ0, u(t))∗ZΨ(t, Ψ0, u(t)) − Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))

∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t))| ≤ 2‖Z‖|δΨ|.(8)Ëåììà 2. Ïóñòü δΨ ≡ 0, ò.å. íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçâåñòíî òî÷íî. Òîãäàäëÿ ëþáîãî t èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìîé îò ðàññ÷è-òàííîãî çíà÷åíèÿ
|Ψ(t, Ψ0, u(t))∗ZΨ(t, Ψ0, u(t)) − Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))

∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t))| ≤(9)
≤ (2∆(t) + ∆2(t))‖Z‖,ãäå ∆(t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (7).4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëÿåìûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìÝòàï ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì èìååò âàæíîåçíà÷åíèå. Ñîãëàñíî ñõåìå ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà, ðàññìîòðåííîé âî ââåäåíèè,èìåííî íà ýòàïå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññ÷èòûâàåòñÿ �óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ.3∗ 67



Â ñëó÷àå, åñëè èñõîäíûé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îáúåêò èìååò êîíå÷íîìåðíîåîïèñàíèå, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðåøå-íèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõêâàíòîâûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ñåòî÷íûå ìåòîäû èëè ìåòîä �àëåðêèíà. Â äàííîéðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �àëåðêèíà, òàê êàê îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå âûãîäíûì ñòî÷êè çðåíèÿ îáúåìîâ âû÷èñëåíèé. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü îñíîâíóþ ìàñ-ñó âû÷èñëåíèé âñåãî îäèí ðàç � ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû,àïïðîêñèìèðóþùåé äàííóþ. Âàæíî, ÷òî ýòà àïïðîêñèìàöèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿäëÿ ðàçíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Òàêèì îáðàçîì è îñóùåñòâëÿåòñÿ ýêîíîìèÿâû÷èñëåíèé.�àññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êâàíòîâîé ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðîéîïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿåìûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (1). Êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñè-ìàöèÿ áåðåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà íåâîçìóùåííîéêâàíòîâîé ñèñòåìû (H0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, . . . , hn íàáîð èç n îðòîíîðìèðîâàí-íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà H0, à ÷åðåç λ1, . . . , λn � ñîîòâåòñòâóþùèå èìñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
i~

dΨ̂(t)

dt
= Ĥ0Ψ̂(t) +

r∑

k=1

ukĤkΨ̂(t), Ψ̂(t) ∈ C
n,(10)ãäå Hk, k = 0, . . . , r, � ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû èç Cn â Cn, îïðåäåëÿ-åìûå ñîîòíîøåíèÿìè:

Ĥ0ĥk = λkĥk, ∀k ∈ {1, . . . , r},
ĥ∗

pĤkĥq = h∗

pHkhq, ∀p, q ∈ {1, . . . , n}, ∀k ∈ {1, . . . , r}.Çäåñü ĥk, k = 1, . . . , n, � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Ĥ0. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèíàäëåæàùåì âûáîðå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ hk äèíàìèêà êîý��èöèåíòîâ íàñåëåííî-ñòè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ïðè èäåíòè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèìåðíî îäèíàêîâà óðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì (1) è (10): h∗

kΨ(t) ≈ ĥ∗

kΨ̂(t), k = 1, . . . , n.Îïèñàííàÿ ñõåìà êîíêðåòèçèðîâàíà íèæå äëÿ ìîäåëè äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû.5. Êîíå÷íîóðîâíåâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ìîëåêóëû HFÈñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõàòîìíîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîéìîëåêóëû, îïèñûâàåìîé óïðàâëÿåìûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîìÌîðçå V (r):
i~

∂Ψ(r, t)

∂t
= H0Ψ(r, t) + uH1Ψ(r, t),(11)ãäå

H0 =

[
− ~2

2M

∂2

∂r2
+ V (r)

]
, H1 = Aµ(r),

V (r) = D

(
exp

(
−2α

r − r0

r0

)
− 2 exp

(
−α

r − r0

r0

))
,ãäå i =

√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà; ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; Ψ(r, t) � âîëíîâàÿ �óíê-öèÿ; r ∈ (0, +∞) � ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè ìîëåêóëû; M � ìàññà ìîëåêóëû,à â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àòîìíûõ åäèíèö Õàðòðè M � ïðèâåäåííàÿ ìàññà ìîëåêó-ëû; V (r) � ïîòåíöèàë Ìîðçå; u � óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî68
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r�èñ. 1. �ðà�èê ïîòåíöèàëà Ìîðçå V (r) äëÿ ìîëåêóëû �òîðâîäîðîäà.Èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ Õàðòðè.ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ; µ(r) � ìîëåêóëÿðíûé äèïîëüíûé ìîìåíò; D, α, r0 � ïàðà-ìåòðû ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Ñîãëàñíî [18�19, 22℄ ìîëåêóëÿðíûé äèïîëüíûé ìîìåíò âïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì µ(r) = Ar. Â àòîìíûõ åäèíèöàõ Õàð-òðè ïàðàìåòðû äëÿ ìîëåêóëû HF èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ [18, 19℄: D = 0,2101,
α = 2,1350, r0 = 1,75, M = 1732, A = 0,4541, ~ = 1.Ïîòåíöèàë Ìîðçå èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ áîëåå �èçè÷íûì, ÷åì ïîòåíöèàë Êðàòöåðà [27℄. Îí èìååòãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû r = r0 = 1,75, ðàâíûé −D =
= −0,2101. Ïðè ñèëüíîì ñáëèæåíèè ÿäåð V (r) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,çàòåì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì âñëåäñòâèå èíòåíñèâíîãî ïðèòÿæåíèÿ �àéòëåðà �Ëîíäîíà, è, íàêîíåö, ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò, îïèñûâàÿ áîëåå ñëàáûå ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà (ðèñ. 1).Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà H0ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè. Ñ ïîäðîáíûì âû-âîäîì, êîòîðûé îñíîâàí íà ñâåäåíèè ê âûðîæäåííîìó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâ-íåíèþ, ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [27℄. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk, îòâå÷àþùèå ñâÿçàí-íûì ñîñòîÿíèÿì (λk < 0), çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

λk = −D +
1

2Mr2
0

(
2α

√
2MDr2

0

(
k +

1

2

)
− α2

(
k +

1

2

)2
)

,

0 ≤ k <

√
2MDr2

0

α
− 1

2
.Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä

hk(r) = Bky−

mk

2 e
1
2y dk

dyk

(
ymk+ke−y

)
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�èñ. 2. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå à) 2-ìó è á ) 14-ìó ñîá-ñòâåííûì ÷èñëàì. Èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ Õàðòðè.ãäå
y =

2
√

2MDr2
0

α
exp

(
−α

r − r0

r0

)
, mk = 2

√
−2Mλkr2

0

α
,à Bk � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü. Êîý��èöèåíòû Bk âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-öåäóðû ïàêåòà MATLAB ñ òî÷íîñòüþ äî øåñòîãî çíàêà ìåòîäîì àäàïòèâíûõ êâàä-ðàòóð Ëîáàòòî [28℄. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ 2-ìó è 14-ìó ñîáñòâåííûì ÷èñëàì (âñåãî èõ 22).�àññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîóðîâíåâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî âñåì ñîáñòâåííûì �óíê-öèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ìîëåêóëû

i
dΨ̂(t)

dt
= Ĥ0Ψ̂(t) + uĤ1Ψ̂(t), Ψ̂(t) ∈ C

22,(12)ãäå ĥk, k = 0, . . . , 21, � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Ĥ0,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
ĥ∗

kĤ0ĥk = λk, k = 0, . . . , 21,

ĥ∗

pĤ1ĥq = A

+∞∫

0

rh∗

p(r)hq(r)dr, q, p = 0, . . . , 21.�àñ÷åò ìàòðèöû H1 âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííî è òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõðåñóðñîâ âðåìÿ (äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû ïðè ó÷åòå 23ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé çàíèìàåò 5 ÷ íà ìàøèíå pentium 4).6. Çàäà÷à ïðåäèññîöèàöèè ìîëåêóëû HF�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðåäèññîöèàöèè (âûâåäåíèÿ ìîëåêóëû íà çàäàííûéýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü) ìîëåêóëû HF.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî ìåæäó 2-ìè 3-ì ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíî ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ70
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t�èñ. 3. à) ýíåðãèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, á ) �óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t).Èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ Õàðòðè. Øêàëà âðåìåíèäàíà â �åìòîñåêóíäàõ.ìîëåêóëû. Íàáëþäàåìàÿ ýíåðãèè çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì Ĥ0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîëå-êóëû ðàâíÿåòñÿ −0,1571. Öåëåâîå çíà÷åíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ â −0,06, êîòîðîå íàõî-äèòñÿ ìåæäó ýíåðãèÿìè 10-ãî è 11-ãî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñî-ñòîÿíèþ ïðåäèññîöèàöèè ìîëåêóëû. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t),ñòàáèëèçèðóþùóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû íà öåëåâîì çíà÷åíèè. Ñîãëàñíî ñõåìå, îïèñàí-íîé â ðàçäåëå 2, àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ èìååò âèä
uk(Ψ) = −γ

2i

~
(Ψ∗Ĥ0Ψ + 0,06)

(
Ψ∗

[
Ĥ1Ĥ0 − Ĥ0Ĥ1

]
Ψ
)

.(13)Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ëåæèò ìåæäó ýíåðãè-ÿìè 10-ãî è 11-ãî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, òî ýòîò àëãîðèòì âûïîëíÿåò öåëü óïðàâ-ëåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ëåæèò ìåæäó ýíåð-ãèÿìè 2-ãî è 3-ãî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé.Íà ðèñ. 3,á èçîáðàæåí èìïóëüñ óïðàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî êâàíòîâîìåõàíè÷å-ñêîé ìîäåëè, ñ êîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ γ = 200. Íà ðèñ. 3,à èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿýíåðãèè, ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ýíåðãèé ÷èñòûõ ñîñòîÿ-íèé ìîëåêóëû. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿëî 50 �åìòîñåêóíä. Õîðîøî âèäíî,÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü öåëü óïðàâëåíèÿ è äëÿíà÷àëüíûõ äàííûõ, ëåæàùèõ âíå îáëàñòè, óêàçàííîé â òåîðåìå.7. Çàêëþ÷åíèå�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ íàáëþäà-åìûìè äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿíàáëþäàåìûìè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà è äàíû òåîðåòè÷åñêèåè ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè åãî ý��åêòèâíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî öåëü óïðàâëåíèÿäîñòèãàåòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå è öåëåâîå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ â îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîìñëîå, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òèïà íåâûðîæäåííîñòè: ðàçëè÷íûì ÷èñòûì ñîñòîÿíè-ÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé ýíåðãèè, äëÿ ðàçíûõ ïàð ÷è-ñòûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòîòû ïåðåõîäà ìåæäó íèìè òàêæå ðàçëè÷íû, è äëÿ ëþáûõ äâóõ71



÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó íèìè ïðè ëþ-áîì íåíóëåâîì óïðàâëåíèè. Ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà çà ïðåäåëà-ìè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿäëÿ çàäà÷è î ïðåäèññîöèàöèè (âûâåäåíèÿ íà çàäàííûé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü) ìî-ëåêóëû �òîðâîäîðîäà (HF). Ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè àëãîðèòìà ïî-êàçûâàþò, ÷òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé ïðîïîðöèîíàëüíàïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ è ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåé �óíêöèè.Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëó-÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè íàáëþäàåìûìè â ìíîãî-àòîìíûõ ìîëåêóëàõ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1 . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð ýâîëþöèè çàìêíóòîéñèñòåìû (1), (5) óíèòàðåí, à íà÷àëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîéñ�åðå, òî è âñÿ òðàåêòîðèÿ òîæå ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé ñ�åðå. Ïðîäîëæèìîñòüðåøåíèÿ íà R îáóñëàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ íà âñåì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðà-âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1).Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè öåëåâîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñíî-âàíî íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Ëà-Ñàëëÿ [25℄. Â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëÿïóíîâà ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ öåëåâàÿ �óíêöèÿ V (Ψ). Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñ-òåìû íåïîëîæèòåëüíà
V̇ (Ψ) = γ

4

~2
(Ψ∗ZΨ − Zg)

2

(
r∑

k=1

Ψ∗[HkZ − ZHk]2Ψ

)
≤ 0.(Ï.1)Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëà-Ñàëëÿ ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê ìàêñè-ìàëüíîìó èíâàðèàíòíîìó, îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ñ íóëåâûì óïðàâëåíèåì, ìíîæå-ñòâó, ëåæàùåìó â K = {φ : V̇ (φ) = 0}.�àâåíñòâî íóëþ V̇ (Ψ) ìîæåò áûòü òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

Ψ∗ZΨ − Zg = 0,(Ï.2)
r∑

k=1

Ψ∗[HkZ − ZHk]2Ψ = 0.(Ï.3)Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 ïîäìíîæåñòâî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå âûïîëíåíî ïåðâîåðàâåíñòâî, à ÷åðåç K2 � ïîäìíîæåñòâî, ãäå âûïîëíåíî âòîðîå (K = K1 ∪ K2).Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî K1 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íóëåâûìóïðàâëåíèåì. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ψ1 èìååò ìåñòîðàâåíñòâî (Ï.2) è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 �óíêöèÿ
Ψ(t) = exp(H0(t − t0))Ψ1(Ï.4)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàìêíóòîé ñèñòåìû (1), (5), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòî-ðèÿ öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K1, òî ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàíòíûì ïîä-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà K áóäåò îáúåäèíåíèå K1 è ìàêñèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãîïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà K2.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî K2. Ïîñêîëüêó ïðèíàäëåæíîñòü òðàåêòîðèè ìíîæåñò-âó K2 âëå÷åò ðàâåíñòâî íóëþ óïðàâëåíèÿ âäîëü âñåé òðàåêòîðèè, òî ðåøåíèå ñèñ-òåìû (1), (5) çäåñü ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå
Ψ(t) =

n∑

k=1

ck exp(−iλkt)hk,

n∑

k=1

|ck|2 = 1.(Ï.5)72



Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (Ï.5) â ðàâåíñòâî (Ï.3), çàäàþùåå ìíîæåñòâî K2,ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä
r∑

j=1

n∑

k,m=1

(
c∗kcm(zk − zm)ei(λk−λm)th∗

kHjhm

)
= 0.(Ï.6)Ñîãëàñíî óñëîâèþ A2 �óíêöèè exp(i(λk − λm)t) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âîçìîæíîòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîý��èöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíûíóëþ. Èç óñëîâèé A1, A2, A3 ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷íûì îò íóëÿ ìîæåò áûòü òîëüêîîäèí èç êîý��èöèåíòîâ ck, k = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàíòîììíîæåñòâà K2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (íèæå I(B) îçíà÷àåòìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B):

I(K2) =
{
Ψ : Ψ = eichk, k = 1, n, c ∈ R

}
.(Ï.7)Öåëåâàÿ �óíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå îíà ïðè-íèìàåò íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà I(K2), ïî óñëîâèþ òåîðåìû îòëè÷íî îò íóëÿ è ðàâíî

min
k=1,n

(zk − Zg)
2.(Ï.8)Ïîýòîìó åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ìåíüøå ýòîãî ìèíèìóìà, òîöåëåâàÿ �óíêöèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ìàêñèìàëüíûé èíâàðèàíò ìíîæåñòâàK,íà êîòîðîì öåëåâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ, � ìíîæåñòâî K1, à íà íåì íàáëþäàåìàÿðàâíà ñâîåìó öåëåâîìó çíà÷åíèþ Zg. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1 . Ñ óïðàâëåíèåì â âèäå �óíêöèè âðåìåíè óðàâ-íåíèå Øðåäèíãåðà (1) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì:

i~Ψ̇(t) =

[
H0 +

r∑

k=1

uk(t)Hk

]
Ψ(t), Ψ(t) ∈ C

n.(Ï.9)Â ñèëó ëèíåéíîñòè Ψ(t, Ψ0, u∗(t)) = Ψ(t, Ψ∗, u∗(t)) + Ψ(t, δΨ, u∗(t)). Ñëåäîâàòåëüíî,
|Ψ(t, Ψ0, u∗(t))

∗ZΨ(t, Ψ0, u∗(t)) − Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))
∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t))| =

= |(Ψ(t, Ψ∗, u∗(t)) + Ψ(t, δΨ, u∗(t)))
∗Z(Ψ(t, Ψ∗, u∗(t)) + Ψ(t, δΨ, u∗(t)))−

−Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))
∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t))| =

= |Ψ(t, δΨ, u∗(t))
∗ZΨ(t, Ψ∗, u∗(t)) + Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))

∗ZΨ(t, δΨ, u∗(t))+

+Ψ(t, δΨ, u∗(t))
∗ZΨ(t, δΨ, u∗(t))| =

= |Ψ(t, δΨ, u∗(t))
∗ZΨ(t, Ψ0, u∗(t)) + Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))

∗ZΨ(t, δΨ, u∗(t))| ≤
≤ |Ψ(t, δΨ, u∗(t))| ‖Z‖ |Ψ(t, Ψ0, u∗(t))|+
+|Ψ(t, Ψ∗, u∗(t))| ‖Z‖ |Ψ(t, δΨ, u∗(t))| ≤ 2‖Z‖ |δΨ|.Èñêîìàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà, ëåììà 1 äîêàçàíà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2 . �àññìàòðèâàþòñÿ äâå ñèñòåìû:
i~ẋ(t) = H0x(t) +

r∑

k=1

uk(t)Hkx(t),(Ï.10)
i~ẏ(t) = H0y(t) +

r∑

k=1

[uk(t) + δuk(t)]Hky(t).(Ï.11) 73



Óðàâíåíèå (Ï.10) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå áåç ïîãðåøíîñòåé, à óðàâíåíèå (Ï.11) �ñèñòåìå ñ ïîãðåøíîñòüþ â óïðàâëåíèè δu(t). Ïóñòü z(t) îáîçíà÷àåò ðàñõîæäåíèåðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì âî âðåìåíè, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèðåøåíèÿ ñîâïàäàëè: z(t) = y(t) − x(t), z(t0) = 0. Òîãäà:
i~ż(t) = H0z(t) +

r∑

k=1

[uk(t) + δuk(t)]Hkz(t) +

r∑

k=1

δuk(t)Hkx(t), z(t0) = 0.(Ï.12)Ïóñòü Z(t) îáîçíà÷àåò �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòå-ìå (Ï.12). Ïîäñòàâèâ â (Ï.12) z(t) = Z(t)f(t) ïîëó÷èì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíê-öèÿ f(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:
i~Z(t)ḟ(t) =

r∑

k=1

δuk(t)Hkx(t), f(t0) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,
z(t) = − i

~
Z(t)

t∫

t0

Z−1(t)

r∑

k=1

δuk(t)Hkx(t)dt.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖Z(t)‖ = ‖Z−1(t)‖ = 1 è ‖x(t)‖ = 1, çàêëþ÷àåì:
‖z(t)‖ ≤ 1

~

r∑

k=1

‖Hk‖
t∫

t0

|δuk(t)|dt.(Ï.13)Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ è åñòü âåëè÷èíà ∆(t), ââåäåííàÿ â òåîðåìå 2.Òåïåðü îöåíèì èçìåíåíèå íàáëþäàåìîé Z ïðè èçâåñòíîì èçìåíåíèè �àçîâîãîâåêòîðà:
|(x + δx)∗Z(x + δx) − x∗Zx| ≤(Ï.14)
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