
Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 8, 2007PACS 02.30.Yy, 03.65.-w © 2007 ã. Ì.Ñ. ÀÍÀÍÜÅÂÑÊÈÉ(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ)ÑÅËÅÊÒÈÂÍÎÅ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÌÈ Â ÀÍÑÀÌÁËÅÊÂÀÍÒÎÂÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎËÅÊÓËß�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ1Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ñèíòåçó àëãîðèòìîâ ñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ íà-áëþäàåìûìè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõâ òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äî-ñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.Ïîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïî-ãðåøíîñòè çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèèóïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷èñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ýíåðãèåé ìîëåêóë âîäîðîäà (H2) ñ ðàçíûìè èçîòîïà-ìè. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ ïðîñòîòîé ïîñòðîåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÏåðâàÿ ìîíîãðà�èÿ ïî óïðàâëåíèþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ïðîöåññàìè áûëàîïóáëèêîâàíà â ÑÑÑ� â 1984 ã. [1℄ è ÿâëÿëàñü ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåìíåñêîëüêèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî óïðàâëå-íèþ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêîé ñòàëà âîçìîæíîé ñ ïîÿâëåíèåì â êîíöå 1980-õ ñâåðõ-áûñòðîäåéñòâóþùèõ �åìòîñåêóíäíûõ ëàçåðîâ, ãåíåðèðóþùèõ èìïóëüñû äëèòåëüíî-ñòüþ ïîðÿäêà äåñÿòêîâ, à â íàñòîÿùåå âðåìÿ è åäèíèö �åìòîñåêóíä (1 �ñ = 10−15 ñ),à òàêæå ñïîñîáîâ êîìïüþòåðíîãî óïðàâëåíèÿ �îðìîé ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ. Ïîñòàâ-ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ëàçåðîâ äëÿ èçìåíå-íèÿ åñòåñòâåííîãî õîäà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, óïðàâëåíèÿ èìè [2, 3℄. Áûñòðîå ðàçâè-òèå ýòîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 1) ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ öåëîãî ðÿäà íîâûõ çàäà÷, ìíîãèåèç êîòîðûõ ëåæàò íà ñòûêå �èçè÷åñêîé õèìèè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ [4�6℄.Îäíîé èç òèïè÷íûõ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá óïðàâëåíèè äèññîöèà-öèåé äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû. Â [7�9℄ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþ-ùèå î íèçêîé âåðîÿòíîñòè äèññîöèàöèè äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë äàæå ïðè èñïîëüçîâà-íèè èíòåíñèâíûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ. Ýòîò ý��åêò îáúÿñíÿåò-ñÿ àíãàðìîíè÷íîñòüþ ìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà è íåëèíåéíîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿñ óïðàâëÿþùèì ëàçåðíûì ïîëåì. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíòåíñèâíîñòüëàçåðà ïðåâîñõîäèò 1013 Âò · ñì−2, òî ïðîöåññ èîíèçàöèè áóäåò äîìèíèðîâàòü íàäïðîöåññîì äèññîöèàöèè. Â [10℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ÷àñòîò-íîãî (áèõðîìàòè÷åñêîãî) âîçäåéñòâèÿ èíòåíñèâíîñòü äèññîöèèðóþùåãî ïîëÿ ìîæåòáûòü ñóùåñòâåííî ñíèæåíà. Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìîâ ñ ÷èðïèíãîì,ò.å. ðàâíîìåðíîãî èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû, ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî ñíèæå-íèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ, òðåáóåìîé äëÿ äèññîöèàöèè [11, 12℄. Â [13℄ íà îñíîâå ìåòîäà1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Íèäåðëàíäñêîãî íàó÷íîãî îáùåñòâà è �îññèé-ñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ñîâìåñòíûé ïðîåêò 047.011.2004.004), �îññèéñêîãî�îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 00869) è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ 22.32
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1991 1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005 �èñ. 1. Êîëè÷åñòâî ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíà-ëàõ, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì óïðàâëåíèÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ (ïî äàí-íûì æóðíàëà Siene Citation Index).ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà áûë ïîëó÷åí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü �îðìóäèññîöèèðóþùåãî ïîëÿ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé àìïëèòóäîé.�àçìåðû ìîëåêóë õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ (ìîíîìåðîâ) èìåþò ïîðÿäîê íàíîìåòðîâ(1 íì = 10−9 ì), ÷òî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ìåíüøå øèðèíû ëàçåðíîãî ïîëÿ, ïîýòîìóèçáèðàòåëüíîå âîçäåéñòâèå íåâîçìîæíî, è óïðàâëÿþùåìó èìïóëüñó ïîäâåðãàåòñÿîäíîâðåìåííî áîëüøîå ÷èñëî ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çà-äà÷à ñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, ò.å. ñèíòåçà óïðàâëÿþùåãî èìïóëüñà, ïåðåâîäÿùåãîìîëåêóëû îäíîãî òèïà â çàäàííîå ñîñòîÿíèå è íå èçìåíÿþùåãî ñóùåñòâåííî ìîëå-êóëû äðóãîãî òèïà. Â [15℄ áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîâðåìåííîéóïðàâëÿåìîñòè íåñêîëüêèõ êîíå÷íîìåðíûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíàêîýòè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íå äàþò íèêàêîé ïîäñêàçêè ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìàóïðàâëåíèÿ è íå ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîñòè ïðè äîïîëíèòåëü-íûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà óïðàâëÿþùèé èìïóëüñ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ðàçâèâàåò ïîëó÷åííûå â [13, 14℄ ðåçóëüòàòû ïî óïðàâëåíèþíàáëþäàåìûìè íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.Ïîäõîä îñíîâàí íà ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà [16℄, âïåðâûå ïðèìåíÿåìîì íèæåê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ñ�îðìóëè-ðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ. Ïîêàçàíî,÷òî äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ âîçìîæíî ïðè ïîìîùè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîàìïëèòóäå óïðàâëÿþùåãî èìïóëüñà. Ý��åêòèâíîñòü ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì íà ïðèìåðå çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî óïðàâëåíèÿ ýíåðãè-åé íåñêîëüêèõ äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë âîäîðîäà (H2), ñîñòîÿùèõ èç ðàçíûõ èçîòîïîâ.Òàêæå â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïðè ìàëûõ îòêëî-íåíèÿõ â çàäàíèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ïðè ïîãðåøíîñòÿõ â ðåàëèçàöèèóïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÊàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ëàçåðíîå óïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èçáèðàòåëü-íûì, óïðàâëÿþùèé èìïóëüñ ïîëó÷àþò âñå ìîëåêóëû, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè îáëó-÷åíèÿ. Ïîýòîìó ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ñèíòåçå óïðàâëÿþùåãî ïîëÿ, îáëàäàþùåãî ñâîé-ñòâîì ñåëåêòèâíîãî âîçäåéñòâèÿ, ò.å. âîçáóæäàþùåãî ìîëåêóëû îäíîãî òèïà è ïîâîçìîæíîñòè íå èçìåíÿþùåãî ñóùåñòâåííî äèíàìèêó îñòàëüíûõ.2 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 8 33



�àññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, äèíàìèêà êîòî-ðûõ îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì óïðàâëÿåìûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà [15℄:
i~φ̇n = Hnφn + uSnφn, n = 1, . . . , N, φ ∈ C

ν , ‖φ‖ = 1,(1)ãäå i =
√
−1; ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà2; N � ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì (ðàç-ëè÷íûõ òèïîâ ìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ â çîíå îáëó÷åíèÿ), u � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ�óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ëàçåðíîãî ïîëÿ;óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ñèñòåì. Äëÿ n-é ñèñòåìû n = 1, . . . , N :

Hn � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ïîëíîé ýíåðãèè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû; Sn � ñà-ìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëåêóëû; φn � �àçîâûé âåêòîð ñèñ-òåìû.Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òðå-áóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ u(t), îáåñïå÷èâàþùóþ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
lim

t→+∞

φ∗

n(t)Znφn(t) = gn, 1 6 n 6 µ,(2)
∀ t > 0 : mn < φ∗

n(t)Znφn(t) < Mn, µ + 1 6 n 6 N.(3)Çäåñü �∗� îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, äëÿ n = 1, . . . , N :
Zn � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (íàáëþäàåìàÿ); gn � æåëàåìîå ñðåäíåå çíà÷åíèåíàáëþäàåìîé Zn; mn, Mn � äîïóñòèìûå ãðàíèöû äèíàìèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Zn.Îáû÷íî òåðìèí �íàáëþäàåìàÿ Z� îáîçíà÷àåò îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé,ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ýíåðãèè). Â ðå-çóëüòàòå òåõ èëè èíûõ èçìåðåíèé, êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî êîíêðåòíîå÷èñëîâîå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à φ(t)∗Zφ(t) èìååò ñìûñëåå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t.Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ (3) òðåáóåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíèóïðàâëåíèÿ.Òèïè÷íûì ïðèìåðîì íàáëþäàåìîé äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàå-ìîå çíà÷åíèå ýíåðãèè: Zn = Hn, n = 1, . . . , N . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òîäëÿ n = 1, . . . , µ æåëàåìîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ìîëåêóëû n-ãî òèïà � gn, à äîïó-ñòèìûå ãðàíèöû äëÿ ýíåðãèé îñòàëüíûõ � mn, Mn. Åñëè âûáðàòü gn ≫ 0, à Mn ≪ 0,òî âåðîÿòíîñòü äèññîöèàöèè ìîëåêóë òèïà 1, . . . , µ áóäåò âûñîêîé, à µ + 1, . . . , N �íèçêîé. 3. Ñèíòåç àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿÑîãëàñíî [13℄ ïðåäëàãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïîîáðàòíîé ñâÿçè u = u(φ1, . . . , φN ), à çàòåì ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè ïðî-èçâåñòè êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû è ðàññ÷èòàòü âðåìåííîéïðî�èëü �óíêöèè óïðàâëåíèÿ:

u = u(φ1, . . . , φN ) = u(φ1(t), . . . , φN (t)) = u(t).(4)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ � ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî àí-ñàìáëÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà) � äîñòàòî÷íî çíàòü çíà-÷åíèå òåìïåðàòóðû.2
~ = 5309 ñì−1

·�ñ.34



Ñèíòåç àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà âêîíå÷íîé �îðìå [16℄ ñî ñïåöè�è÷íîé öåëåâîé �óíêöèåé Q:
Q(φ1, . . . , φN ) =

µ∑

n=1

an|φ∗

nZnφn − gn|pn +(5)
+

N∑

n=µ+1

an|φ∗

nZnφn − mn|−pn |φ∗

nZnφn − Mn|−p′

n .Çäåñü an > 0, pn, p′n > 1 � ïàðàìåòðû àëãîðèòìà. Ïåðâàÿ ñóììà � ñóììà ñòåïå-íåé îòêëîíåíèé îò öåëåâîãî çíà÷åíèÿ � îáû÷íûé ïðèåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäàñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà. Âòîðàÿ ñóììà ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòêëîíåíèé îòäîïóñòèìûõ ãðàíèö â ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà èñïîëüçóåòñÿ âïåðâûå è ââåäåíàèñêëþ÷èòåëüíî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3).Ñîãëàñíî ìåòîäó ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå
u(φ1, . . . , φN ) = −Γ∇uQ̇(φ1, . . . , φN ).(6)Çäåñü Γ > 0 � êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ, ∇u îçíà÷àåò âçÿòèå ãðàäèåíòà ïî u, à òî÷êà �ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåì (1). Òàêîé âûáîð óïðàâëåíèÿ ãàðàíòèðóåòíåâîçðàñòàíèå öåëåâîé �óíêöèè âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, à òàê êàê íà ãðàíè-öå îáëàñòè, çàäàâàåìîé îãðàíè÷åíèÿìè (3), �óíêöèÿ Q(φ1, . . . , φN ) = +∞, òî ýòàãðàíèöà íèêîãäà íå ïåðåñåêàåòñÿ. Ïîñêîëüêó ñòðåìëåíèå öåëåâîé �óíêöèè ê íóëþýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ öåëè óïðàâëåíèÿ (2), òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-íûõ óñëîâèÿõ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ïîñòàâëåííîéöåëè.Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ öåëåâîé �óíêöèè (5) â ñèëó ñèñòåì (1)
Q̇(φ1, . . . , φN ) =

µ∑

n=1

anpn∆(gn)pn−1L(Zn) −(7)
−

N∑

n=µ+1

an

(
pn∆(mn)−pn−1∆(Mn)−p′

n + p′n∆(mn)−pn∆(Mn)−p′

n−1

)
L(Zn).Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆(gn) = φ∗

nZnφn − gn,(8)
L(Zn) =

1

i~
φ∗

n([Zn,Hn] + u[Zn, Sn])φn,(9)ãäå [A,B] = (AB − BA) � êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ.Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (6), ïîëó÷àåì èñêîìûé àëãîðèòì óïðàâëå-íèÿ ïî îáðàòíîé ñâÿçè
u(φ1, . . . , φN ) = − Γ

i~

µ∑

n=1

anpn∆(gn)pn−1φ∗

n[Zn, Sn]φn+(10)
+

Γ

i~

N∑

n=µ+1

an

(
pn∆(mn)−pn−1∆(Mn)−p′

n + p′n∆(mn)−pn∆(Mn)−p′

n−1

)
φ∗

n[Zn, Sn]φn.2∗ 35



Çàì å ÷ à í è å 1. Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà an, pn, p′n, Γ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûäëÿ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè è âûïîëíåíèÿ âîçìîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-íèé, íàëîæåííûõ íà �óíêöèþ óïðàâëåíèÿ.Çàì å ÷ à í è å 2. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì (10) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿóïðàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ íåîá-õîäèìûõ ïðîèçâîäíûõ è êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.4. Èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿËåììà 1. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñ óïðàâëåíèåì (10) è íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè îãðàíè÷åíèÿì (3), èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå, ïðîäîëæèìîå íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Ïóñòü λk
n, hk

n, k = 1, . . . , ν, � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûåâåêòîðà îïåðàòîðà Hn, n = 1, . . . , N ; à ÷åðåç zk
n, k = 1, . . . , ν, îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå÷èñëà Zn, n = 1, . . . , N . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâ-ëåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè òåðìèíîëîãèåé [1�7℄ ñîñòîÿíèå êâàíòîâîéñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü �÷èñòûì�, åñëè �àçîâûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñî-ñòîÿíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà ýíåðãèè (ò.å. ñîñòîÿíèÿ eithk

n, t ∈ R, ��÷èñòûå� îòíîñèòåëüíî n-é ñèñòåìû). Â êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíè-êå [18, 19℄ òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:A1. [Zn,Hn] = 0, n = 1, . . . , N ;A2. λk
n − λj

n 6= λr
m − λs

m, (n, k, j) 6= (m, r, s), k, j, r, s = 1, . . . , ν, n,m = 1, . . . , N ;A3. (zk
n − zm

n )[(hk
n)∗Snhm

n ] 6= 0, n = 1, . . . , µ, k,m = 1, . . . , ν;A4. îãðàíè÷åíèÿ (3) ïðè t = 0 âûïîëíåíû;A5.Q−1([0,Q(φ1(0), . . . , φN (0))]) íå ñîäåðæèò ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåì 1, . . . , µ.Òîãäà àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (10) îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ (2)è âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (3).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Çàì å ÷ à í è å 3. Ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå íåïðåðûâíî, à �àçîâîå ïðîñòðàíñòâîêîìïàêòíî, òî ïóòåì âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ Γ äîñòè-æåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî óïðàâëÿþùåãîâîçäåéñòâèÿ.Çàì å ÷ à í è å 4. Óñëîâèå A1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ ñðåäíååçíà÷åíèå íàáëþäàåìûõ Zn, n = 1, . . . , N , íå èçìåíÿåòñÿ. Óñëîâèÿ A2, A3 äîñòàòî÷-íû äëÿ îäíîâðåìåííîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì 1, . . . , µ. Îòìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííîéóïðàâëÿåìîñòè âñåõ N ñèñòåì íå òðåáóåòñÿ.Çàì å ÷ à í è å 5. Åñëè èñêëþ÷èòü óñëîâèå A5, òî âîçìîæíî �çàñòðåâàíèå� òðàåê-òîðèé ñèñòåì â ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ. Îäíàêî ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè â ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ ýòà ñèòóàöèÿ íè ðàçó íå íàáëþäàëàñü.Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòè â çà-äàíèè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåé-ñòâèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå n-é ñèñòåìû èçâåñòíî íå òî÷íî, à ïðè-áëèæåííî: â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå φ0
n = φ∗

n + δφn,ãäå φ0
n � äåéñòâèòåëüíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå, φ∗

n � ðàñ÷åòíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå, δφn �íåâÿçêà ìåæäó äåéñòâèòåëüíûì è ïðåäïîëàãàåìûì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òàêæåïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå ðåàëèçîâàíî ñ îøèáêîé: u(t) = u∗(t) + δu(t). Çäåñü
u(t) � ðåàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå, u∗(t) � ðàñ÷åòíîå óïðàâëåíèå, à δu(t) � íåâÿçêà36



ìåæäó ðåàëèçîâàííûì è ðàññ÷èòàííûì óïðàâëåíèÿìè. Ïóñòü φn(t, φ0
n, u(t)) îáîçíà-÷àåò òðàåêòîðèþ n-é ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ0

n è óïðàâëåíèåì u(t). Ñëå-äóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿïðè çàäàííûõ íåâÿçêàõ.Òå î ð åì à 2 ([13, . 67℄). Äëÿ ëþáîãî âðåìåíè t ïðè ïîãðåøíîñòÿõ â çàäàíèè íà-÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è íåòî÷íîñòÿõ â ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿèìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìîé n-é ñèñòåìû îò ðàññ÷è-òàííîãî çíà÷åíèÿ:
|φn(t, φ0

n, u(t))∗Znφn(t, φ0
n, u(t)) − φn(t, φ∗

n, u∗(t))
∗Znφn(t, φ∗

n, u∗(t))| 6(11)
6 (2|δφn| + |δφn|2 + 2∆(t) + ∆2(t))‖Zn‖,

∆(t) =
1

~
‖Sn‖

t∫

0

|δuk(t)|dt,ãäå ïîä | · | ïîíèìàåòñÿ ýðìèòîâà íîðìà âåêòîðà â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, àïîä ‖ · ‖ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà.Çàì å ÷ à í è å 6. Åñëè +∞∫

0

|δu(t)|dt < +∞, òî ìîæíî â (11) çàìåíèòü ∆(t) íà ∆ =

=
1

~
‖Sn‖

+∞∫

0

|δuk(t)|dt.5. Êîíå÷íîóðîâíåâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êâàíòîâîé ìîäåëè ìîëåêóëû H2�àññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõàòîìíîé êâàíòîâîìå-õàíè÷åñêîé ìîëåêóëû âîäîðîäà, îïèñûâàåìîé óïðàâëÿåìûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãå-ðà ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå V (r):
i~

∂Ψ(r, t)

∂t
= HΨ(r, t) + uSΨ(r, t),(12)ãäå

H =

[
− ~

2

2M

∂2

∂r2
+ V (r)

]
, S = Aµ(r),(13)

V (r) = D

(
exp

(
−2α

r − r0

r0

)
− 2 exp

(
−α

r − r0

r0

))
.(14)Çäåñü i =

√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà; ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; r ∈ (0,+∞) � ðàññòîÿíèåìåæäó àòîìàìè ìîëåêóëû; Ψ(r, t) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíèêâàäðàò åå ìîäóëÿ èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû r; H � îïåðàòîðïîëíîé ýíåðãèè ñâîáîäíîé ñèñòåìû; M � ïðèâåäåííàÿ ìàññà ìîëåêóëû; V (r) � ïîòåí-öèàë Ìîðçå; u � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ëàçåðíîãîïîëÿ; µ(r) � ìîëåêóëÿðíûé äèïîëüíûé ìîìåíò; D, α, r0 � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëàÌîðçå. Ìîëåêóëÿðíûé äèïîëüíûé ìîìåíò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòüðàâíûì µ(r) = Ar, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

M è r0 çàâèñÿò îò èçîòîïíîãî ñîñòàâà ìîëåêóëû.Ïîòåíöèàë Ìîðçå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé äâóõàòîìíûõ ñè-ñòåì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ áîëåå �èçè÷íûì, ÷åì ïîòåíöèàë Êðàòöåðà [20℄.Ïîòåíöèàë Ìîðçå èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû r = r0,37
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0

 

0

0 �èñ. 2. Ïîòåíöèàë Ìîðçå.ðàâíûé −D. Ïðè ñèëüíîì ñáëèæåíèè ÿäåð V (r) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-íèÿ, çàòåì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì âñëåäñòâèå èíòåíñèâíîãî ïðèòÿæåíèÿ �àéò-ëåðà � Ëîíäîíà, è, íàêîíåö, ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò, îïèñûâàÿ áîëåå ñëàáûå ñèëûÂàí-äåð-Âààëüñà (ðèñ. 2).Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà H0ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè, ïóòåì ñâåäåíèÿ çàäà÷èê âûðîæäåííîìó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [20℄. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk,îòâå÷àþùèå ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì (ò.å. ñîñòîÿíèÿì ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé: λk <
< 0), çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè

λk = −D +
1

2Mr2
0

(
2α

√
2MDr2

0

(
k +

1

2

)
− α2

(
k +

1

2

)2
)

,(15)
0 6 k <

√
2MDr2

0

α
− 1

2
, k ∈ N.(16)Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä

hk(r) = Bky−
mk

2 e
1

2
y dk

dyk

(
ymk+ke−y

)
,(17)ãäå

y =
2
√

2MDr2
0

α
exp

(
−α

r − r0

r0

)
, mk = 2

√
−2Mλkr2

0

α
,(18)à Bk � íîðìèðîâî÷íûå êîý��èöèåíòû. Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå: ñîãëàñíî (16)ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì, êîíå÷íî.Îäíèì èç ìåòîäîâ óïðîùåíèÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (12) ÿâëÿåòñÿ èñ-ïîëüçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà îòêðûòîñòü âîïðîñà î �è-çè÷åñêîé àäåêâàòíîñòè òàêîãî óïðîùåíèÿ, ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðî-ñòðàíåííûì [5℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîóðîâíåâàÿ àïïðîêñè-ìàöèÿ ïî âñåì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿììîëåêóëû

i~φ̇ = Ĥφ + uSφ, φ ∈ C
ν ,(19)38



ãäå äëÿ îïåðàòîðà Ĥ è åãî îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ĥk, k = 0, . . .
. . . , ν, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ĥ∗

kĤĥk = λk, k = 0, . . . , ν,(20)
ĥ∗

pŜĥq = A

+∞∫

0

rh∗

p(r)hq(r)dr, q, p = 0, . . . , ν.(21)�àñ÷åò ìàòðèöû Ŝ âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííî è òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõðåñóðñîâ (äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû ïðè ó÷åòå 16 ýíåðãå-òè÷åñêèõ óðîâíåé çàíèìàåò 4 ÷ íà ìàøèíå Pentium 4).Ìåòîäîì àïðèîðíûõ îöåíîê [21℄ âîçìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõïðèáëèæåíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ìåòîäó Áóáíîâà � �àëåðêèíà, ê òî÷íîìó ðåøåíèþóðàâíåíèÿ (12) è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè íà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ.Ê ñîæàëåíèþ, ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå èçëîæåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåëî áû êíåîïðàâäàííîìó ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ñòàòüè è îòâëåêëî áû âíèìàíèå ÷èòà-òåëÿ îò îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.6. Çàäà÷à ñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ýíåðãèåé ìîëåêóë 1
H

1
H è 1

H
2
H�àññìàòðèâàþòñÿ ìîëåêóëû äâóõ òèïîâ 1H1H è 1H2H, âåðõíèé èíäåêñ â íàïè-ñàíèè �îðìóëû ïðè ëèòåðå àòîìà îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, âõîäÿùèõ â åãîñîñòàâ. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ìîëåêóë âîñïîëüçóåìñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïðèáëèæå-íèåì (19) óðàâíåíèÿ (12):

i~φ̇n = Ĥnφn + uŜnφn, φn ∈ C
17, n = 1, 2,(22)ãäå n = 1 ñîîòâåòñòâóåò 1H1H, à n = 2 � 1H2H. Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ [20℄ óðàâíåíèÿ (12) (àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö Õàðòðè)

1H1H ~ = 1 M = 918,5 r0 = 1,4014 D = 0,1745 α = 1,44 ν = 17
1H2H ~ = 1 M = 1224,4 r0 = 1,2138 D = 0,1745 α = 1,44 ν = 17Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû áðàëîñü ðàñïðåäåëåíèå �èááñà, ñîîò-âåòñòâóþùåå òåìïåðàòóðå T = 300◦K:

φn(0) = C

(
exp

(−λ0
n

kT

)
, . . . , exp

(−λν−1
n

kT

))T

, n = 1, 2,(23)ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, à C � íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò (â àòîìíîé ñèñ-òåìå åäèíèö Õàðòðè k = 1, T = 9,501 · 10−4).Ñòàâèëàñü çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè íàáëþäàåìîé φ1(t)
∗Ĥ1φ1(t) íà öåëåâîì çíà÷åíèè

g1 = −0,09 ïðè âåðõíåì îãðàíè÷åíèè íà äèíàìèêó φ2(t)
∗Ĥ2φ2(t), ðàâíûìM = −0,14.Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ (10) áûëè ñëåäóþùèìè: p1 = 2, p2 = 0, p′2 = 0,1,

a1 = 400, a2 = 2, âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ tf = 4134,11 (ñîîòâåòñòâóåò 100 �ñ). ×èñ-ëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïî ïàðàìåòðó Γ ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ïîèñêà ñ �óíêöèîíàëîìêà÷åñòâà (X. �àáèö [17℄)
J(u) =

µ∑

k=1

(φk(tf )∗Hkφk(tf ) − gk)2 + α

tf∫

0

u2(t)dt,(24) 39
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ÇÂÏfl, ÙÒ�èñ. 4. �ðà�èê ýâîëþöèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýíåðãèé φ1(t)H1φ1(t) è φ2(t)H2φ2(t).ãäå α = 0,02 äàëà çíà÷åíèå Γ = 4,8. Ïîäñòàâèâ â àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (10) çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì
u(φ1, φ2) = −i

(
3840|φ∗

1H1φ1 + 0,09|φ∗

1[H1, S1]φ1 + 0,96
φ∗

2[H2, S2]φ2

|φ∗

2H2φ2 + 0,14|1,1

)
.(25)�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, 4. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà�óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ (25), à íà ðèñ. 4 � ýâîëþöèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýíåðãèé. Ýíåð-ãèÿ ìîëåêóëû 1H1H ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó öåëåâîìó çíà÷åíèþ, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ

1H2H íå ïåðåñåêàåò óñòàíîâëåííóþ ãðàíèöó. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé àë-ãîðèòì ìîæåò ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü öåëü óïðàâëåíèÿ è äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ,ëåæàùèõ âíå îáëàñòè, óêàçàííîé â òåîðåìå, çàëèïàíèÿ òðàåêòîðèé â ÷èñòûõ ñîñòî-ÿíèÿõ íå íàáëþäàåòñÿ.40



7. Çàêëþ÷åíèå�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìîâ ñåëåêòèâíîãî óïðàâëå-íèÿ íàáëþäàåìûìè äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåí-íûõ íà âåñü ïåðèîä óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ íàáëþäàå-ìûìè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà ñ íîâûì âèäîì öåëåâîé �óíê-öèè. Äàíû òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè åãî ý��åêòèâíîñòè. Ñ�îð-ìóëèðîâàíû è äîêàçàíû óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ. Çà ïðåäåëàìè ýòèõóñëîâèé ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñ ïîìîùüþ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è î ñåëåêòèâíîì óïðàâëåíèè ýíåðãèåé ìîëåêóëâîäîðîäà (H2), ñîäåðæàùèõ ðàçíûå èçîòîïû. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòèàëãîðèòìà ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé ïðî-ïîðöèîíàëüíà ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ è ïîãðåøíîñòè ðåàëèçàöèè óïðàâ-ëÿþùåé �óíêöèè. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü, â êîòîðîé âû-ïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ (3). Ôóíêöèÿ u(φ1, . . . , φN ), çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì (10), âîáëàñòè Ω íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì (1) òàêæå íåïðåðûâíû,îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà íåêîòîðîì âðåìåííîìèíòåðâàëå. Ïîñêîëüêó âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû öåëåâàÿ �óíêöèÿ Q(φ1, . . . , φN ) íåâîçðàñòàåò, òî íåîãðàíè÷åííîå ïðèáëèæåíèå òðàåêòîðèé ê ãðàíèöå Ω íåâîçìîæíî(íà ãðàíèöå Q(φ1, . . . , φN ) = +∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1) îãðà-íè÷åíû, à, çíà÷èò, ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1 . Äëÿ ñèñòåìû (1) ñ óïðàâëåíèåì (10) ðàññìîò-ðèì â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëÿïóíîâà öåëåâóþ �óíêöèþ Q(φ1, . . . , φN ). Îíà îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:B1. Q(φ1, . . . , φN ) > 0;B2. Q̇(φ1, . . . , φN ) = −Γ−1u2 6 0 (ñì. óñëîâèå A1 è âûðàæåíèÿ (6) è (7));B3. ∀x ∈ Ω : Q−1(x) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëà-Ñàëëÿ [16℄, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,÷òî ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû áóäåò ìàê-ñèìàëüíûé èíâàðèàíò ìíîæåñòâà óðîâíÿ 0 ïðîèçâîäíîé öåëåâîé �óíêöèè â ñèëóñèñòåìû I(Q̇−1(0)).Âûäåëèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ìíîæåñòâà I(Q̇−1(0)):C1. íà íåì u ≡ 0 (ò.ê. u2 = −Γu∇uQ̇(φ1, . . . , φN ) = −ΓQ̇(φ1, . . . , φN ) = 0);C2. íà íåì ∆̇(gn)=∆̇(mn)=∆̇(Mn)=0, (ò.ê. d

dt
(φ∗

nZnφn)=
1

i~
uφ∗

n[Zn,Hn]φn =0).Ïî îïðåäåëåíèþ I(Q̇−1(0)) ñîñòîèò èç öåëûõ òðàåêòîðèé è ñîãëàñíî ñâîéñòâó C1óïðàâëåíèå âäîëü íèõ ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
φn(t) = exp

(
1

i~
Hnt

)
φn(0) =

ν∑

k=1

exp

(
1

i~
λk

nt

)
hk

nxk
n, n = 1, . . . , N,(Π.1)ãäå äëÿ n = 1, . . . , N , k = 1, . . . , ν: λk

n, hk
n � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ÷èñëà èñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà Hn, à xk

n = (φn(0), hk
n) � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿâåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé φn(0) ïî hk

n. 41



�àññìîòðèì âûðàæåíèå (7) íà ìíîæåñòâå I(Q̇−1(0)). Ïåðåïèøåì åãî, ó÷èòûâàÿïðåäïîëîæåíèå A1 è ñâîéñòâî Ñ2:
Q̇(φ1, . . . , φN ) =

N∑

n=1

cnφn(t)∗[Zn, Sn]φn(t),(Π.2)ãäå cn, n = 1, . . . , N , � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòî-ðèé (Ï.1) â (Ï.2) è ïðèðàâíÿåì ïîñëåäíþþ íóëþ:
N∑

n=1

cn

(
ν∑

k=1

exp

(
1

i~
λk

nt

)
hk

nxk
n

)
∗

[Zn, Sn]

(
ν∑

k=1

exp

(
1

i~
λk

nt

)
hk

nxk
n

)
≡ 0.(Π.3)�àñêðîåì ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî A1 âåêòîðà hk

n, k = 1, . . . , ν, ÿâëÿþòñÿñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðîâ Zn, n = 1, . . . , N :
N∑

n=1

ν∑

k,m=1

(
cn(xk

n)∗xm
n (zk

n − zm
n )[(hk

n)∗Snhm
n ] exp

(
λm

n − λk
n

i~
t

))
≡ 0.(Π.4)Èç óñëîâèÿ A2 ñëåäóåò, ÷òî ýêñïîíåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à çíà÷èò, âñå êîý��è-öèåíòû â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ A3 âóñëîâèè òåîðåìû (zk

n − zm
n )[(hk

n)∗Snhm
n ] 6= 0 ïðè n = 1, . . . , µ.Ñëåäîâàòåëüíî, cn(xk

n)∗xm
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